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О КВАЗИОПТИМАЛЬНОМ ПРЕРЫВАНИИ РЕГУЛЯРИЗИРУЮЩЕГО 
ИТЕРАЦИОННОГО ПРОЦЕССА 

В. Б. Гласно, Ю. А. Криксин 

(кафедра математики) 

1. Регул яризирующие итерационные процессы [1] широко приме-
няются для решения многих обратных задач математической физики. 
Номер итерации п в этом случае играет роль параметра регуляриза-
ции. Возникает проблема согласования момента прерывания процесса 
с погрешностью входных данных и вычислений. Одним из способов 
такого согласования может служить так называемый квазиолтималь-
ный [2, 3, 4, 6], основанный на выборе наименьшего элемента из не-
которой числовой последовательности называемой дискретной 
квазиоптимальной нормой, погрешности. Задание 'последовательности 
{(.in} во многом определяется спецификой задачи и алгоритма, в осо-
бенности если задача является нелинейной. Однако если задача линей-
ная, т. е. сформулирована в виде некоторого 'некорректного линейного 
уравнения 1-го рода 

где z<=H\, и е Я 2 ; Нх и Я 2 — гильбертовы пространства, А:Н\-*Н2 — 
линейный ограниченный оператор, то, избрав определенный итераци-
онный процесс, мы можем указать конкретный вид последовательно-
сти Ы -

Преимуществом квазиоптимального выбора параметра регуляри-
зации является то, что не требуется априорная информация о величи-
не погрешности входных данных и (вычислений. 

Как и в [4], мы будем основываться на статистической природе 
квазиоптимального приближения. 

Целью работы является обоснование регуляризирующих свойств 
квазиоптимального выбора в применении к регуляризирующему ите-
рационному процессу, изученному в [1]. Этот процесс задается соот-
ношением 

Л* — сопряженный к А оператор. 
2. В работе [1] доказана сходимость процесса (2) в случае отсут-

ствия погрешности в правой части (1) и ошибок округления на каж-
дом шаге процесса в предположении разрешимости (1). Процесс схо-
дится к нормальному решению (1), и установлена оценка 

Az=u, ( 1 ) 

zn+i= (C+aE)-x(b-\-anzn), 

С=А*А, b=A*u, 
(2) 

\\zn—z||<M0(rt) +n6/£, (3) 
где 

Mo(n)->~0, n->-oo, 

\\A*u—A*u\\ = \\b—&||<8, 
С = inf an, an<L, L > 0, 

n 

из которой следуют регуляризирующие свойства процесса (2). 



Неравенство ||В—Ь\\<8 понимается в том же смысле, что и в [4] . 
В дальнейшем, не ограничивая общности рассуждений, положим а п — 
= a = c o n s t > 0 . 

Для всех линейных задач, решаемых с (помощью .процесса (2), в 
качестве к в ази оптимальной нормы единообразным способом может 
быть выбрана величина 

(l„ = rt||z„—Zn_x\\==tl\\yn\\, 
(4) 

Уп = Zn Zn— 1, 

установлением свойств которой мы и займемся. Через цп, zn, Уп будут 
обозначаться величины, соответствующие рьп, zn, уп, если- правая 
часть (1) предполагается заданной с некоторой .погрешностью и при-
сутствуют ошибки округлений. Введем также величины 

AZq — Z—ZQ, А Уп = Уп—Уп, 

Ab = B—b. 

A Zn— Zn~—Zn, 

Как следует из [1, 5], С является неотрицательно определенным 
самосопряженным оператором, ему может быть поставлено в соответ-
ствие некоторое разложение единицы {EV} [5]. Из 'рекуррентной фор-
мулы (2) путем несложных преобразований устанавливаются следую-
щие «рабочие» соотношения: 

xn=R{»(a,C)b 

Axn = R^(a,C)Ab 

Ауп = Rn* (а, С) A b 

Уп = Rn} («, C)Az0 

(5) 

тде операторные функции от С /? ( / )(а, С) в спектральном представле-
нии имеют вид 

IPu 

О 
iiai 

i?<2> (а, С) = Г — 
J a 

licil 
Rn ] (a, C) = i - L 

J a 

t+ a 

t + a 

dEt 

dE< 

(6) 

Используя 'Представления (5 )—(6 ) , получим некоторые детерми-
нированные свойства квазиоптимальной нормы (4). 

Л е м м а 1. Пусть \у,п=п\\уп\\, тогда 
1. Н т ц д = 0 ; 

2. уJV > 0 lim sup | цп — (i„| = 0 . 
6-»-0 n<N 



Доказательство. Из (5), (6) получаем 
оси 

\in = J gn (t) d {Et A z0, Az0), 
о 

где 
g n ( t ) = n H a N2n 

t-\- a 

На множестве [0, l|C||] функции gn(t), n= 1, 2, ..., обладают сле-
дующими свойствами: 

1) sup gn(t) = где I = const; 
n,0<f<||C|l I* 

2) lim sup gn(t)= 0, V a > 0 ; 
n->00 0<?<||C|| 

3) (0 > o. 
Теперь, выбирая произвольное e > 0 (e зависит от e') так, чтобы 

выполнялось неравенство 

^d(E(Az0, Az0) < 
о 

и выбирая iV(е, е') таким образом, чтобы всюду на сегменте 
[е', И СИ] было справедливо 

gn(t)< при Я > N ( 8 , 8 ' ) , 
S n W 121| Д 20 Я2 F ^ V 

получим, что при n>N{&, е ' ( 8 ) ) - Это и означает, что 
lim цп = 0. 
П->- 00 

Доказательство второго утверждения леммы с очевидностью сле-
дует из оценки (3). 

Следствие. При достаточно малых б найдется такая последова-
тельность значений номеров пъ n i + l , ..., nx+k\ что 

И/ij >Hni+ . i ^ ••• ^ М щ + г 

Выберем такую последовательность, ближайшую ок нулю, и через 
п0 обозначим ее первый член. 

О п р е д е л е н и е 1. Квазиоптимальным значением номера итера-
ции п = п6к0 назовем максимальное значение п, для которого 

ц ко = = inf (7) 
п6 п^п о 

В частности, может быть п6К0 = оо. В этом случае при отсутствии 
погрешности квазиоптимальное приближение совпадает с точным ре-
шением задачи (1). 

Чтобы изучить регуляризирующие свойства введенной квазиопти-
мальной нормы, так же как и в работе [4], введем в рассмотрение 
аналогичную модель погрешности, а именно: будем рассматривать АЬ 
как случайный вектор, а функцию 

g(t) = (EtAb, Ab)!\\Ab\\2 

как случайную функцию. 



О п р е д е л е н и е 2. Назовем распределение погрешностей при-
надлежащим классу Ч*", если для любого р, 0 < р < 1, существуют кон-
станты г ] ( р ) > 0 , M s ( p ) > 0 , 5 = 1 , 2, такие, что при л(Р) ) с в е " 
роятностью р справедливы неравенства 

Л М р Ж * ) < £ ( 0 < Л Ы Р Ж * ) , (8) 
где ijp(̂ ) > 0 — некоторая детерминированная функция. 

В нашей модели мы положим где v = const, 0<v<c2 . 
Аналогично [4] оказывается справедливой 
Л е м м а 2. В классе моделей при любом 8>»0 ве-

роятность Р ( l im = оо) = 1 
«-*• 00 и при л — Яак0 с вероятностью р справедливо неравенство 

' г Ц ^ С Ш (9) 
где 1(р) > 0 не зависит от б. 

Доказательство этого факта, включая (9), связано с достаточно 
тонкими майорантными и мажорантными оценками интегралов, следу-
ющих из представлений (6). 

3. Установим эффективность квазиоптимального выбора п(б ) . 
Теорема 1. При принятии изложенной выше модели для любой 

частной реализации погрешностей имеют место равенства 
/ > ( Ш п Й ° = 0) = 1,-

6 - > 0 

Р (lim n f > = оо) = 1. 

Доказательство теоремы 1 проводится от противного с использо-
ванием определения 1 и результатов леммы 1. 

Основным результатом работы является 
Теорема 2. Пусть — бесконечно малая последовательность, 

такая, что для задачи (1) НД^Исб*, а распределение погрешностей 
принадлежит классу ^Р. Тогда |j г Ко — 2II сходится по вероятности к 

нулю при k-+oo. 
. Таким образом, для рассматриваемого класса задач установлено 

существование моделей распределения погрешностей, при принятии 
которых алгоритм (2) с квазиоптимальным прерыванием 'итерацион-
ного процесса является стохастически регуляризирующим. 

Авторы выражают благодарность акад. А. Н. Тихонову за внима-
ние к работе. 
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