
Тогда для достаточно больших z интегральное уравнение (16) имеет 
единственное решение. 

Доказательство теоремы может быть проведено по следующей схе-
ме. Вначале доказывается существование резольвенты интегрального 
оператора (13) методом оценок интегралов, входящих в уравнение (12) 
с использованием леммы II.2 работы [2]. Далее с помощью той же 
леммы производится_оценка нормы интегрального оператора (16), ко-
торая имеет вид C/~]/z0. 

СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ 
[1] П о в з н е р А. Я. ДАН СССР, 1955, 104, № 3, с. 360. [2] Ф а д д е е в Л. Д. 

Труды МИ АН, 1963, 19, 119 с. 
Поступила в редакцию 
15.01.81 

ВБСТН. МОСК. УН-ТА. СЕР. 3. ФИЗИКА. АСТРОНОМИЯ, 1982, Т. 23, № 4 

УДК 531.19 

О РЕЛАКСАЦИИ К РАВНОВЕСИЮ В КВАНТОВЫХ СИСТЕМАХ 

А. Г. Шумовская, А. С. Шумовский 

(кафедра квантовой статистики и теории поля) 

В предыдущей работе [1] было получено точное (в термодинамиче-
ском пределе) уравнение, описывающее эволюцию параметра порядка 
в классической спиновой системе с парным взаимодействием бесконеч-
ного радиуса (см. также [2 ] ) . Указанное точное уравнение эволюции 
совпадает с известным феноменологическим уравнением Ландау — 
Халатникова. 

Рассмотренные в [1, 2] модельные задачи с классическими га-
мильтонианами относятся к широкому классу квазиспиновых модель-
ных задач статистической механики, исследуемых в связи с описанием 
явлений сверхпроводимости, ферромагнетизма, сверхтекучести сегнето-
электричества и т. д. [3] . Поэтому несомненный интерес представляет 
обобщение метода работы [1] на случай квантовых квазиспиновых мо-
делей и получение уравнений эволюции для параметра порядка в 
достаточно общем случае. В этой связи в настоящей работе мы начнем 
с рассмотрения простейшей квантовой квазиспиновой модельной за-
дачи, характеризуемой гамильтонианом 

Л-iOf or? - р8 £ о*, (1) 
i i,j i 

где G i " ' — соответствующая матрица Паули, относящаяся к i-й «час-
тице» системы. Гамильтониан такого вида применяется обычно для 
описания фазовых переходов в сегнетоэлектриках с водородными свя-
зями [4]. В этом случае первый член в (1) описывает туннелирование 
протона в потенциале водородной связи с симметричными ямами, вто-
рой — прямое взаимодействие диполей и третий — воздействие внеш-
него электрического поля <§ (р — величина дипольного момента). 

Так как приближение среднего поля дает для сегнетоэлектриков 
типа порядок-беспорядок хорошее согласие с экспериментом [5] , ниже 
мы рассмотрим случай взаимодействия «бесконечного радиуса»: 

= —, J = const, 1> м ' 
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где N —- полное число диполей в системе. Тогда в соответствии с мето-
дом Боголюбова (мл.) [6], распространенным на квазиспиновые моде-
ли рассматриваемого типа в работе [7], равновесное состояние системы 
с гамильтонианом (7) точно (при iV->оо) описывается аппроксимирую-
щим гамильтонианом вида 

N !; 

t=i; 

апп - - £ (Oof + Р & 4 ) + N J C \ (2> 

где эффективное поле 6 = <§-{-( 1/р) 2 / С и C=-< .Gi z > ' , откуда 
Р§ 

X 
th — 

, = "KQ2 + (pi)2 . 
(3> 

Обычно в методе Боголюбова (мл.) [6] термодинамическая экви-
валентность модельного и аппроксимирл^ющего гамильтонианов уста-
навливается в смысле совпадения удельных значений соответствующих 
свободных энергий. Однако в нашем случае, используя результаты ра-
боты [8], можно показать, что гамильтонианы (1) и (2) эквивалентны 
также и в смысле генераторов временной эволюции: 

lim eiHt О e~iHt = 1 im О , (4) 
ЛГ-><ж N-+OQ 

где О — оператор из алгебры наблюдаемых. Это обстоятельство позво-
ляет рассматривать динамику модельной задачи (1), используя аппрок-
симирующий гамильтониан (2). _ 

Уравнение движения для векторного оператора (t) = elHann ate~lHапп* 
имеет вид 

- 4 - or, (t) = at (it) x A , A = (Q, 0 , pg). (5> dt 

Уравнение (5) описывает когерентную квазиларморовскую прецессию 
квазиспинов с частотой 2%. 

Перейдем для гамильтониана (2) к диагональному представлению-
с помощью канонического преобразования Gi=Rn , где 

2 »/ — Р8 ' I—Ф —uv v\ и 

R=I v —и 01 1 

\ UV V2 и) 

X ' 

В диагональном «т-представлении» гамильтониан (2) имеет вид 
Н{%) -* *апп - + (6> 

i 

и соответствующее (5) уравнение движения есть 

- § - т , = т , х А ( х > . (7), 
at 

где А(т)= (0, 0, 2к). Это уравнение описывает прецессию с частотой 2Х 
относительно направления оси z(%\ причем, как нетрудно видеть, 
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2J{xz), § = 0 , 

Й2 + {1 + Ал , 2 J } } f \ r , 1 1 : S 0. 
0 Arth {xz) — 2J {xz) 

Замечая, что гамильтониан (6) формально совпадает с частной 
формой гамильтониана работы [1] и считая, что в процессе релаксации 
к равновесию сохраняется прецессионный характер движения квази-
спинов, т. е. со временем меняются средняя величина <CT z >, частота 
прецессии и угол прецессии, из [1] получаем следующее уравнение 
эволюции типа кинетического уравнения Паули: 

- £ - r ( - S + t b M L ) , <9> 

где Г — кинетический коэффициент Онсагера и 
2 Д ( 0 , § = 0 , 

4 0 2/5(0 \ W 2 
•& + (р§)Ч\ + ^ )]у\ $Ф0 \ в Arth 6 ( 0 - 2 / 6 ( 0 л 

Зависимость частоты прецессии от времени задается соотношением 
<D(0=2A,(0, (11) м 

а, как показывают несложные геометрические построения, угол прецес-
сии a(t) меняется со временем по закону 

a(t) — arc cos (12) 

Таким образом, система уравнений (9) — (12) полностью описывает 
эволюцию в рассматриваемой модельной системе. 

Рассмотрим еще один пример квазиспиновой модельной системы^ 
динамические свойства которой могут быть описаны на основе уравне-
ний, подобных (9) — (12). Пусть система характеризуется так называе-
мым гамильтонианом Тирринга [8, 9] -

Н = — V ес (0 — <Р) У о-0+. (13) 
r N LJ Р Р V 

р р р' 

Здесь Тс=const, i<sp,_ N — число парных состояний в 

сверхпроводнике. Первый член описывает кинетическую энергию элект-
ронов, а второй — взаимодействие электронов с противоположно на-
правленными импульсами и спинами. Подчеркнем, что подобного рода 
гамильтониан возникает также при рассмотрении задачи о взаимодей-
ствии когерентного электромагнитного поля с двухуровневыми атомами 
в "твердых телах [10]. Соответствующий (13) аппроксимирующий га-
мильтониан имеет вид [9] (в простейшем случае сильного спаривания 
в системе, когда 8p = e = const [8 ] ) 

= Т £1ЁР(0-'~~Тс S + ° Р + С - С С ) > 

р р ТгС 
t h ^ - , X = V^e2 + 4Гс | С |2. ( 1 5 ) 

Я, 28 
Соответствующее (5) уравнение движения квазиспина имеет вид. 

- ^ Р - - ар х А , А = ( 4 Т с R e С, iATc I m С , 2 е ) , dt 
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т. е. также описывает прецессию с частотой 2Л. Каноническое преобра-
зование o v = R x p представляет собой в этом случае поворот в плоскости 
XY пространства квазиспиновых переменных, задаваемый неособенной 
матрицей вида 

' а 2 — о 2 О Г \ 
И2 —£>2/ U* + V* = l. 

_ + 2 А , 

я = | о 1 о ]' U ~ V ~ i T 
— 2 uv 0 

В диагональном «т-представлении» вновь получаем гамильтониан 
вида (6) 

Р Р 

Поэтому уравнение эволюции для неравновесного среднего = 
= < т г ( 0 > имеет вид (9), где l(t) =2Tc£(t). Таким образом, и в этом 
случае динамика рассматриваемой системы описывается системой урав-
нений (9), (11), (12). 

Выше мы указывали на аналогию модельной задачи Тирринга (13) 
с моделью, применяемой для описания резонансного взаимодействия 
когерентного поля с двухуровневыми излучателями. Отметим, что в 
последнее время динамические свойства таких систем интенсивно иссле-
дуются в связи с проблемой создания сверхизлучательного гамма-ла-
зера [11, 12]. Так как интенсивность излучения определяется вели-
чиной 

л ( о = - 4 - ш 4 g2 

характеризующей макроскопическое заполнение резонансной моды с 
частотой со [13] (здесь g — интенсивность взаимодействия фотонов с 
излучателями [14] ) , то уравнение (9) позволяет определить динамиче-
ский характер высвечивания в зависимости от параметров системы. 

Для получения необходимых оценок в уравнениях (9), ( И ) , (12) 
следует сделать замену Tc->-g2/w, е->-а). Рассмотрим случай слабого 
начального возбуждения в системе. Тогда, разлагая правую часть урав-
нения (9) по малому параметру (|—со2/2g2), получаем уравнение 

= г f _ g + th + sech2 + д [ f g — ^ V I } . 
dt I 29 20 Г 2g2 ) [\ 2g2 ) ] J ' 

решение которого имеет вид 

g (0 = U + [I (0) - U ] ехр { - (1 - - ^ - s e c h 2 Г - * } . 

U = 20 20 2g2 

1 0 ® ® 2 

сп 2 -
20 2g2 

Отсюда для времени релаксации Т, определяемого по уменьшению 
£(t) в е раз, находим 

т _ In {(8g« — 4g%2 — 2g2co* + co8)/(8g8 — 4g4co2 — 2gg2o4 + со6)} 

V 2ga ^ 8g 
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Так как где р — плотность излучателей в среде [14], то время 
релаксации в девозбужденное состояние (время излучения) убывает с 
увеличением плотности р. Заметим, что время излучения сильно за-
висит от кинетического коэффициента Г, являющегося в данном под-
ходе феноменологической константой. Для корректного микроскопиче-
ского определения Г необходимо использовать какой-либо иной метод, 
например метод работы [15]. 

Таким образом, мы показали, что подход работы [1] оказывается 
также пригодным и для квантовых модельных систем, относящихся к 
классу, определенному в работе [3]. 

Авторы приносят глубокую благодарность Н. Н. Боголюбову (мл.) 
за внимание к работе и ценные замечания. Мы также благодарны 
Ю. А. Ильинскому, В. И. Юкалову и И. Р. Юхновскому за полезные 
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О ПРИРОДЕ СЛУЧАЙНОГО ПОЛЯ В ПОЛУПРОВОДНИКЕ 
С РАДИАЦИОННЫМИ ДЕФЕКТАМИ 

В. Л. Бонч-Бруевич, П. С. Сульженко 

(кафедра физики полупроводников) 

§ 1. Введение и постановка задачи. Как известно [1, 2] , под дейст-
вием нейтронного облучения в полупроводнике могут возникать скоп-
ления дефектов — кластеры, содержащие до 105-М06 атомов. Форма 
кластеров, по-видимому, близка к сферической, причем характерный 
радиус R составляет 2ч-3-10~6 см. Столь большие размеры кластеров 
позволяют рассматривать их как своего рода включения новой фазы, 
обладающие, вообще говоря, не тем типом проводимости, что матрица 
основного вещества. По-видимому, в облученном «-Ge возникают клас-
теры р-типа, а в «-Si — кластеры с почти собственной проводимостью 
(сильно компенсированные). Видимо, даже ширина запрещенной зоны 
в кластере может несколько отличаться от значения, соответствующего 
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