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О КОГЕРЕНТНЫХ СОСТОЯНИЯХ РЕЛЯТИВИСТСКИХ ЧАСТИЦ 

И. М. Тернов, В. Г. Багров 

(кафедра квантовой теории) 

§ 1. Общие замечания о когерентных состояниях. Когерентные со-
стояния играют особую роль в квантовой механике как состояния, в 
максимально возможной полноте сохраняющие классические свойства 
движущейся частицы. Первый пример когерентных состояний в нере-
лятивистской квантовой механике был построен еще Шредингером [1] . 
Теория когерентных состояний нерелятивистских систем представляет 
собой хорошо развитый отдел квантовой механики [2] . Гораздо менее 
.развита теория релятивистских когерентных состояний, где имеются 
пока лишь отдельные примеры *. 

Однако даже в теории нерелятивистских когерентных состояний 
имеются недостаточно ясные положения, которые мы здесь хотим об-
судить. 

Одним из главных является вопрос об определении когерентных со-
стояний. По-видимому, наиболее распространенным является следую-
щее определение. Состояние когерентное, если удовлетворяя волновому 
уравнению, оно есть собственное состояние полного набора операторов 
уничтожения, являющихся интегралами движения. 

Иными словами, существует полный набор операторов Au(k= 1, 2,. . . 
п) , таких, что выполняются коммутационные соотношения 

[As, At] - 6sk, [А„ Ak] = [Л^, At] = 0. 

Операторы An являются интегралами движения, и когерентное состоя-
ние |Zh> — собственное для этих операторов: 

Ah\zh>=zh\zh> 

с собственными числами zu. 
Наиболее последовательно эта точка зрения проводится в работе 

12, с. 39]. 
Однако в работе [3] показано, что приведенное выше определение 

должно быть дополнено, иначе оно становится бессодержательным. 
Именно, можно показать [3], что любое нормированное решение урав-
нения Шредингера является собственным состоянием полного набора 
операторов уничтожения — интегралов движения. С этих позиций лф-
бое состояние — когерентное. 

Поэтому к вышеприведенному определению следует сделать два 
дополнения. Именно, следует рассматривать полный набор когерентных 

* Эти примеры и соответствующие ссылки на литературу можно найти в рабо-
тах [2, 3]. 
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состояний (а не одно отдельно взятое состояние). Оператор уничтоже-
ния А, являющийся интегралом движения (одним из элементов полно-
го набора Аи), должен быть таким, что любое когерентное состояние из 
рассматриваемого полного набора есть собственное состояние этого опе-
ратора *. Такие наборы когерентных состояний мы будем называть 
когерентными последовательностями. Все известные примеры когерент-
ных состояний являются именно когерентными последовательностями. 
Очевидно, можно ввести частично-когерентные последовательности со-
стояний, т. е. такие, для которых только часть операторов — интегра-
лов движения из полного набора является операторами уничтожения. 

Характерной особенностью некоторых когерентных (или частично-
когерентных) состояний является следующее свойство: квантовомехани-
ческие средние (некоторых) координат являются решениями классиче-
ских уравнений движения. Известно, что такая ситуация имеет место 
только для квадратичных по координатам и импульсам гамильтониа-
нов. 

Это действительно так, если всегда придерживаться правила: ис 
пользуется квантовомеханическое среднее (скалярное произведение) на 
плоскости t = const (t — время) и средние тем самым рассматриваются 
как функции времени. 

Однако здесь возможен более гибкий подход. При решении задач 
классической механики одной частицы мы нередко сталкиваемся с си-
туацией, когда явное нахождение r = r(;f) затруднительно, тогда как 
решение задачи в параметрическом виде ( т — параметр) 

г=г(м0), t = i(uо) 

легко найти. Особенно типична такая ситуация в релятивистской клас-
сической механике. Это свидетельствует о том, что можно выбрать 
такую криволинейную систему координат м̂  (|л = 0, 1, 2, 3) , что нахож-
дение координат ии (k=\, 2, 3) как функций щ окажется сравнительно 
простым. 

Естественно ожидать, что и в квантовой механике (особенно в ре-
лятивистской) наиболее уместно перейти в криволинейную систему 
координат Мц, переопределить скалярное произведение на плоскости 
щ = const и квантовомеханические средние вычислять как функции щ. 
Если в системе координат «ц гамильтониан окажется квадратичным по 
координатам и импульсам (или хотя бы по некоторым из них), то сред-
ние этих координат как функции щ будут удовлетворять классическим 
уравнениям движения. 

В частности, именно благодаря переходу к формализму «нулевой 
плоскости» [3] удалось найти первые частично-когерентные состояния 
в релятивистской квантовой механике. 

Высказанные выше общие положения проиллюстрируем двумя при-
мерами релятивистских частично-когерентных состояний. 

§ 2. Релятивистские частично-когерентные состояния электрона, 
движущегося в магнитном поле. Рассмотрим движение частицы в одно-
родном магнитном поле напряженности Н, направленном по оси z. По-
тенциал поля выберем в виде 

Ах = —Ну, (1) 

* Иначе, если ф1 и фг — различные состояния из полного набора, то тем не ме-
нее они являются собственными состояниями одного и того же оператора А: 

Лф1 = 21фь Лф2=22ф2-
Сам оператор А не зависит от состояния. 
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остальные компоненты равны нулю. Известно, что в таком поле реляти-
вистская частица движется по винтовой линии [4] . Вводя переменные 
«нулевой плоскости» 

U0 = ct—Z, Щ — Xi, и2 = х2, u3=ct+z, (2) 

найдем решения классических релятивистских уравнений Лоренца в 
-следующем виде: 

их = Rzos (со и0 + ср) + щ, и2 = е R sin (со и0 + ф) + ul, 
(3) 

us = (m2 + R2 у") %Г2 u0 + из, и0 = Я m-1 т — со = ДОГ1. 

В формулах (3) R, ф, X," и}, ul, ul — постоянные (интегралы движе-
ния), причем Mi0 и «2° задают координаты центра окружности, R — ра-
диус окружности, ф — начальная фаза, т — интервал. Введены также 
обозначения 

•у — \ еН\ (сЯ)-1, Х=(Е—сР3){сН)-\ м=т0сй-\ (4) 

где Е — энергия частицы, Рз — импульс вдоль оси z, А, является ин-
тегралом движения; 8 = 1 соответствует электрону ( е < 0 ) , е = — 1 — 
позитрону ( е > 0 ) . Частота вращения по окружности энергия части-
цы Е и импульс Рз вдоль оси z имеют следующие выражения: 

о _ 2с уХ Е _ /п 2+у 2А 2 + Я2 

~~ т2 + 2 + X2 ' гщс? 2т X 
_ и m 2 + Y 2 j ? 2 _ p 

Вычисляя обобщенный импульс вдоль оси х, найдем 
рх=—Ш\= Лтй1-\-ес-1Ах = Н(тй1 + &уи2) = &hyu£, 

т. е. рх есть интеграл движения и характеризует «/-координату центра 
окружности. 

В квантовой теории волновую функцию выберем собственной для 
операторов X и £i: 

X = 2id3, $i = idi, д^д/дщ, (5) 
откуда получим 

W = N exp (—ilu3/2—iikiUi) Ф(щ, и2). 

В случае скалярной частицы из уравнения Клейна — Гордона для 
функции Ф найдем 

2\ЩЬ=\т2+ {kx+<&yu2)*~d 2 2]Ф. (6) 
Обычно, находя стационарные состояния частицы, выбирают в качест-
ве третьего интеграла движения оператор 

% = 2id0, = ' (7) 
при этом совместное решение (6) и (7) приводит к известным стацио-
нарным волновым функциям бесспиновой релятивистской частицы в 
однородном магнитном поле, которые в координатах (2) запишутся 
в виде 

y¥ = Wn = N exp (—^iXu3/2—i (m2-\-y) u0/2X—mco«o—ikiUi) JJn (Уу «2+ 
(8) 

+ ekifly), Хх = т2+(2п+Л)у,п = 0, 1, 2... 
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Здесь Un(x) — функции Эрмита, связанные с полиномами Эрмита 
Нп(х) соотношением 

Un (х) = (2п п\ Vn 1/2 exp (— х2/2) Нп (х). 

Величина х связана с энергией Е и импульсом Рз соотношением 

сЯх = Е + сР3=ch%-\-2cPz, 

откуда получаем, с учетом (8) , что Рг — интеграл движения и имеет 
место известная формула квантования энергии 

£ 2 =im 0 2 c 4 +c 2 P 3 2 +21 еН | ch ( я + 1 / 2 ) . 

Однако нетрудно убедиться, что уравнение (6) допускает интеграл 
движения А: 

У Щ А = (Э, + у м2 + е exp (I ш и0), (9) 

являющийся оператором уничтожения. Требуя, чтобы Ч*" была собственной 
для Л, найдем для Ф 

У 2 у Я ф 1 = 2 ф , (10) 

где z — комплексное число. Совместное решение (6) и (10) приводит 
к частично-когерентным состояниям бесспиновой частицы в магнитном 
поле 

Wz=Nexp(Q/2), Q = —уи22+2 [z exp (—iauo) — 
(И) 

—e£i] «2—2ek l zy~ 1 [ 1 — e x p (—тщ) ] - f -
-j-z^{2y)~l [ 1 — e x p ( — 2 т ш ) ] —t {ms+y)k-lu0'-iXus—2ikiui. 

Вычисляя по функциям (11) среднее значение й2 с использованием 
скалярного произведения на «нулевой плоскости» [3] , найдем 

Y«2=6cos( { i ) «o—fx)—sk u z = 6 e x p ( i [ i ) , (12) 

где мы ввели модуль б и аргумент р. комплексного числа z. Сравне-
ние (12) и (3) приводит к выводу, что «2 совпадает с соответствующим 
классическим выражением, причем имеют место соотношения 

k1 = —eyul, b=%R, ц = е-|- —ф, z — i &у R ехр (— £ ф) • 

Величину Q из (11) теперь можно записать в виде 

Q = _ Y (и2 — к2)2 + 2y (i? sin ф + е 4 ) 2 + г Ф°, 

ф° = 2Х«2 («г — «а) + Я«2 (й2 — и°2) + YR (R sinф + 2еи°2) cosф — 

— X и8 — 2kjUi — (m2 + Y) "о- (13) 

Отметим также соотношение 

«2("а — «г)= 2^Ldu0, 2L = Y'2 — a>2Y2, Y = щ — ul, 

где L — эффективный лангранжиан одномерного движения по у (штри-
хом обозначили производную по мо). 

Из (13) следует, что волновые функции J11) представляют собой 
волновой пакет с эффективной шириной ~ 1/VY> сосредоточенный в ок-
рестности классической траектории «2, не расплывающийся с течением 
времени. 
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Наконец отметим, что стандартным приемом [2] из функций 
при каждом фиксированном z порождается полный ортогональный (на 
«нулевой плоскости») набор решений уравнения Клейна — Гордона 

ЧПг = (п\ГХ1\В+)пЧг, B = A - z / V Щ, "¥0г = WZ, (14) 

причем среднее й2 по' функциям (12) не зависит от п и совпадает 
с (12). 

Простым расчетом (с использованием скалярного произведения на 
«нулевой плоскости») получим 

4 (15) 

т. е. частично-когерентные состояния (11) обеспечивают минимум этого 
соотношения неопределенности во все моменты «времени «о». 

Несложно найти следующее разложение: 

п 

в полном согласии с общими свойствами когерентных состояний \2]. 
Состояния обладают еще одним замечательным свойством. 

Устремляя (т. е. устремляя к нулю магнитное поле), получаем не-
прерывный переход к состояниям свободно движущегося электрона с 
заданным четырехмерным импульсом *. Действительно, полагая при 
-у-^О z=eki—ik2, где k2 — вещественное число, задающее импульс 
вдоль у, и учитывая, что 

lim Q = — 2ik2u2 — i (m2 + k\+ kl) AT1 u0, 

найдем волновую функцию бесспиновой частицы при т^-О: 

Т = (m2 + k\+ k\ + Я2) (2к)~х ct + kxx + k2y — 

— (m2 + Jfe? + k\ — Я2) (2ЯГ1 z. 

Задача о нахождении волновых функций электрона в магнитном 
поле, допускающих непрерывный переход к волновым функциям свобод-
ной частицы, исследовалась неоднократно. Такие состояния найдены 
были, например, в [5] (там же можно найти ссылки на литературу). 
Однако во всех ранее известных случаях состояния характеризовались 
хотя бы одним дискретным квантовым числом, которое следовало опре-
деленным образом устремлять к оо при #->-0. Найденные здесь час-
тично-когерентные состояния Wz характеризуются только непрерывными 
квантовыми числами и допускают переход #->-0 без дополнительных 
условий. 

Частично-когерентные состояния V̂DZ, удовлетворяющие уравнению 
Дирака, можно получить, пользуясь общим приемом, изложенным 
в [3]. Они имеют вид (см. [3 ] ) 

WDz=Nexp(QI2)Xexp(— mo3uQ/2)v0t ( 1 6 ) 
где оо — произвольный двумерный постоянный спинор; оператор Ж 
зададим в следующем «блочном виде»: 

/m + b - c M c F ) \ 
\(т — к) о3 — (a F)/ 

* При таком переходе состояния перестают быть частично-когерентными, по-
скольку оператор (9) при теряет смысл. 
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где вектор F имеет отличные от нуля х- и «/-компоненты, которые в 
нашем случае имеют вид 

F ={ki + eyu2, iz exp (—шщ) —ie (kt+ гущ)}. 

Средние, найденные на «нулевой плоскости» по функциям (16), 
по-прежнему приводят к выражениям (12), (15). 

§ 3. Частично-когерентные состояния релятивистской частицы, дви-
жущейся в поле плоской электромагнитной волны. В переменных (2) за-
дадим потенциалы плоской волны в виде 

Л0 = 0, А = с Й М - Ч ( « 0 ) , i = (f1,f2,0), 

где f(uo) — произвольно зависящий от щ двумерный вектор. Как из-
вестно, классическая [4] и квантовая [6, 7] задачи в этом случае ре-
шаются в квадратурах при любом f. 

Величина X (4), (5) является и здесь интегралом движения. Легко 
установить, что в квантовой механике интегралами движения являются 
следующие два взаимно коммутирующих оператора уничтожения (мы 
их запишем в виде одного двумерного вектора В с компонентами 
1 и 2): 

] / 2~ в = т щ + (от -1 + itn Я - 1 и0) Vj_ — & т J f (ио) du0. (18) 

Будем искать состояния, собственные для операторов X и В *: 

где «1, а2 — вещественные двумерные векторы. Решение уравнения 
Клейна — Гордона имеет в этом случае вид 

= N{X + im2 Mo)-1 exp (Q/2), Q = —X(X — im2u0) (m u — p)2 x 

X (A,2 + т*и2)-1 — i im2u0 + j f2du0) X~l —iXu3 = —Q1 + iQ2, 

Qx = X2 ( m u - q ) 2 (X2 + «о) -1, Q2 = X m2u0 [mu — q + 

+ (A2 + m4 и о) (X т2щ)~х a2]2 (X2 + mi ul)~x — X (m2u0)~l a\ — 

— | m2u0 + J f2 du0^j A - 1 — X us, p = a + e m l " 1 J f (u0) du0, (19) 

q = ax + em A - 1 J f (u0) du0 + m2 A - 1 u0 a2 . 

Решение уравнения Дирака запишется аналогично (16), а именно 

^Da =N (X + im2 м0)~1 е х Р (Q/2) Ж v0, (20) 

где оператор Ж определен формулой (17), в которой следует теперь 
положить 

F = — e f — Xm(m2lu0 + iX) (mu —р) (A,2 + m 4 « o ) _ 1 . 

Средние на «нулевой плоскости» по функциям (19), (20) приводят к 
классическим выражениям 

Uj_ = m - 1 q , pj_ = ti (ma2 + e f ) , 

* В ином виде частично-когерентные состояния в поле плоской волны были по-
дучены в работах [8—10]. 
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а соотношение неопределенностей (15) теперь имеет вид 

4 а2 = Я2 (1 + т*Т2 «о), k = 1, 2, 

и минимально только в .«начальный момент» ио^О. Это связано с тем, 
что, как это видно из (19), волновой пакет хотя и сосредоточен в ок-
рестности классической траектории, однако здесь его ширина с тече-
нием времени возрастает пропорционально / и - ф + т Ч - 2 ^ ) 1 ' 2 , т. е. 
пакет расплывается. 

Переходя к пределу f -Я) в (19), (20), получим непрерывный пере-
ход к частично-когерентным состояниям свободного электрона; при 
этом операторы (18) сохраняют свой смысл. 

Рассмотренные примеры наглядно иллюстрируют тот факт, что в 
общем случае возможны два типа когерентных состояний — либо вол-
новой пакет сосредоточен во все моменты времени в окрестности 
классической траектории и не расплывается (вообще говоря, это 
исключительные случаи), либо с течением времени (как правило) 
расплывается. 
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УДК 621.374.4 
ВНЕШНЕЕ ФАЗОВОЕ ВОЗДЕЙСТВИЕ НА НЕЛИНЕЙНО-
ПАРАМЕТРИЧЕСКИЙ ДЕЛИТЕЛЬ ЧАСТОТЫ 

Л. В. Балакин, В. И. Медведев 

(кафедра физики колебаний) 

Основной отличительной особенностью рассмотренных ранее 
[1—6] электромеханического и электрического фазочувствительных не-
линейно-параметрических делителей частоты в большое число раз в 
одном каскаде является выполнение для них фазового условия коге-
рентности исходного и «поделенного» колебаний. Это означает, что 
такие делители частоты кроме значительно более высокой кратности 
деления т на один каскад по сравнению с делителями на трлггерных 
схемах и блокинг-генераторах обладают также возможностью деления 
фазы исходного гармонического колебания в т раз. При этом естест-
венно возникает вопрос о переходных процессах в таких системах, т. е. 
о поведении амплитуды и фазы поделенного колебания во времени при 
различных законах изменения внешнего фазового воздействия на нели-
нейно-параметрический (НП) делитель частоты, которое может быть 
регулярным или паразитным. Рассмотрим поведение НП делителя 
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