
а соотношение неопределенностей (15) теперь имеет вид 

4 а2 = Я2 (1 + т*Т2 «о), k = 1, 2, 

и минимально только в .«начальный момент» ио^О. Это связано с тем, 
что, как это видно из (19), волновой пакет хотя и сосредоточен в ок-
рестности классической траектории, однако здесь его ширина с тече-
нием времени возрастает пропорционально / и - ф + т Ч - 2 ^ ) 1 ' 2 , т. е. 
пакет расплывается. 

Переходя к пределу f -Я) в (19), (20), получим непрерывный пере-
ход к частично-когерентным состояниям свободного электрона; при 
этом операторы (18) сохраняют свой смысл. 

Рассмотренные примеры наглядно иллюстрируют тот факт, что в 
общем случае возможны два типа когерентных состояний — либо вол-
новой пакет сосредоточен во все моменты времени в окрестности 
классической траектории и не расплывается (вообще говоря, это 
исключительные случаи), либо с течением времени (как правило) 
расплывается. 
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УДК 621.374.4 
ВНЕШНЕЕ ФАЗОВОЕ ВОЗДЕЙСТВИЕ НА НЕЛИНЕЙНО-
ПАРАМЕТРИЧЕСКИЙ ДЕЛИТЕЛЬ ЧАСТОТЫ 

Л. В. Балакин, В. И. Медведев 

(кафедра физики колебаний) 

Основной отличительной особенностью рассмотренных ранее 
[1—6] электромеханического и электрического фазочувствительных не-
линейно-параметрических делителей частоты в большое число раз в 
одном каскаде является выполнение для них фазового условия коге-
рентности исходного и «поделенного» колебаний. Это означает, что 
такие делители частоты кроме значительно более высокой кратности 
деления т на один каскад по сравнению с делителями на трлггерных 
схемах и блокинг-генераторах обладают также возможностью деления 
фазы исходного гармонического колебания в т раз. При этом естест-
венно возникает вопрос о переходных процессах в таких системах, т. е. 
о поведении амплитуды и фазы поделенного колебания во времени при 
различных законах изменения внешнего фазового воздействия на нели-
нейно-параметрический (НП) делитель частоты, которое может быть 
регулярным или паразитным. Рассмотрим поведение НП делителя 
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частоты при изменении фазы делимого колебания по закону 
где t\(t) — в общем случае произвольная функция. В работе [6] рас-
смотрен электрический вариант НП делителя частоты, процесс деления, 
в котором описывается уравнением 

U + и = —iM. U + 1M-UU+ (IV 
^ Q2 Q Q Q2 V 

где производные берутся по времени т = cot, со — частота внешнего де-
лимого колебания, Q = © / т — частота поделенных колебаний, — 
собственная частота колебательной системы, т — кратность деления, 
а (и) , Р(и) — некоторые коэффициенты, зависящие от амплитуды поде-
ленных колебаний, параметров делителя и определяющие нелинейное 
затухание колебательной системы, Р(и, й) — амплитуда внешнего воз-
действия. Взаимодействие между колебательной системой делителя и 
напряжением делимой частоты осуществляется вблизи и—О и равно-

Р(и, й) = Р01<7(т ф) - 0 [ т - (ф + Q ^ ] ] , (2> 

где а — единичная функция, а Г=2я/(о . 
Будем искать решение уравнения (1) методом медленно-меняющих-

ся амплитуд для амплитуды А и фазы ф в форме 
и — А (т) sin [т — ф (т)]; 

2я 
А — —— Г u f (и, и) cos (х — ф) d х, 

2я J 
О 

2Я 
Аф= — — Г nf (и, и) s in(r — (p)dr, (3) 

2л J 
о 

где • • 

ц/(а«) = [« t + П т - и + Ш . ии + 

Тогда укороченные уравнения приобретут вид 
Л = Picoscp + ^sincp б Л _ б ( Л ) Л 

2 Q2 1 4 

(4) 
Pocos® — Pi sin® Q0 — ^ ф = —£ 1 , 

Y 2 №А Q 

где б=3—Ко , 6 i = — ( 3 / 8 ) агЛ2, Ко — коэффициент передачи, а% — коэф-
. фициент нелинейности делителя частоты [6] , 

2я 

Рх = - у - j P(u, u)cosmx-cosx-cosv\(x)dx — 

о 
2я 

J Р(и, и) siamx-cosx-sint](x)dx, 

о 

,2л 
Р 2 = — Г Р(и, и) cosmx-sinx-cos г] (x)dx — 

it J 

(4) 
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2я 

—— Г Р(и, и) sin mт-sinт-sinт) (x)dx. 
Л; J 

о 
При физически оправданном условии, что изменение т>(т) за период 

"колебаний в делителе частоты мало, т. е. 
Acosri<Cl, A C O S T J = — S I N R P T I ' A F , 

при At=T=2n/Q получим достаточное условие 
| г | | « Й / 2 я . ' (6) 

Используя соотношения (2), (6) и полагая rri{̂ > 1, можно вычислить " 1 
ж Р2 : 

• Р° sin m <р f 2 cos ф——— sin ф^ + 
я т \ т ) 

Рг = COS Т] 

+ sin г] Ро cos т ф ( 2 cos ф — sin ф ) 
я т \ т ) 

(7) 

+ Р2 = c o s r ] [ sinmф (2з1пф — — совф) 
[ я ш \ т / 

+ sinr][ cos ш ф ( 2 sin ф Н — совф^ 
[ я т \ т J 

Подставляя Pi и Р% в (4) и переходя ко времени t, получаем систему 
укороченных уравнений 

Л = 
я mQ 

sin (m ф + r\) — [б + 6j (Л)] Й А, 

(8) 
я 

т А я т Q 
8 1 п ( т ф + Г]). 

Произведя в (8) замену /лдо+т^/тр ' , найдем изменение амплитуды А 
и фазы ф поделенного колебания в области деления относительно ста-
ционарных значений А0 и фо в зависимости от л (О-

Вводим обозначения: ф = ф о + А ф , ф ' = ф о + А ф ' , Л = Л О + А Л и полу-
чаем 

Аф'=Аф+т1/т . (9) 

Разложим в ряд Тейлора правые части (8) по степеням АЛ и Аф/ 

и получим соотношения, позволяющие пренебречь членами от второй 
степени и выше: 

Л Я>' « ~ 1 Г Р а д ( д л я m Фо = - я/4),. « 2бх (Л0). (Ю) 

Тогда приходим к системе уравнений 

А ' Л = ап А Л + OJA Аф', А 'Ф ' = а21 А Л + а22 Аф' + ц/т, (11) 
где 

cos т ф0, 

(12) 

А П = = — ; — 3 6 J ( Л 0 ) Q , А 1 2 — Я " 

Ро а 2 1 = 
2ma Al Q 

sin m ф0, а22 = 
2mA0 Q 

cos m ф0. 
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Дифференцируя, преобразуем уравнения (11) к виду 

А "А — (ап + а22) А 'А + ( a u а22 — аХ2 а21) А А = а12 Л - . (13) 

Л"ф' — K i + а22) Л У + ( «иа 1 2 — а12а21) Аф' = ^ — ах1 Л-- (14) 
Переходя в (14) к Лф и используя равенство (9) , получим 

А"ф — ( a u + а22) Д'ф + ( а и а22 — а12 а21) А Ф = а22 Л - — 
9 TJ — (ац а22 — а12 а21) — • (15) 

Предположим, что система находилась в стационарном состоянии» 
т. е. А=Ао и ф = ф<ь тогда в начальный момент (т = 0) 

Д А ( 0 ) = 0 и Аф(0)=0. (16) 

Подставляя (16) в (11), находим 

Д-Л (0) = а12 Д'ф (0) = а 2 2 Л ^ - . (17) 
т т 

Решения уравнений (13) и (15) при начальных условиях (16) и (17) 
имеют вид 

t t 

А Л = — ц (0) (e%it — ех*<) + е'^ Г ц ег** dx — frt (' ц dx ], 
m(Ki — Х2) J J J 

о о 
(IB) 

АФ = — + • 1 {ц (0) [е^ (а22 - Х2) - е * (а22 - + 
т т(А 1 — л2) 

i t 
+ (а22 — К2) еМ J 11 ег^х dx — (а22 — № ^ г] dx, (19) 

о о 
где 

! К 2 = у " Ы ± 1 ! п £ _ _ _ ( а ц а 2 2 _ а % 2 а 2 1 ) • (20) 

Используя (8) и (12) при r j = 0 , Л = 0, ф = 0 , можно качествен-
но построить графики зависимости и Яг от стационарной фазы низко-
частотного колебания в области деления частоты, которые имеют вид, 
показанный на рис. 1. 

Рассмотрим поведение АЛ и Аф во времени при некоторых част-
ных зависимостях 4]{t). 

1. ri = ri(0) =-r]o>0. В этом случае уравнения (18) и (19) примут 
вид 

А Л = —£111!»— [gM _ 
т — х2) 

Аф = — + * [(«22 - k j * * - (а22 -
т т (Лх — л2) 

Соответствующие графики показаны на рис. 2. Максимум отклонения 
амплитуды при таком скачке фазы внешнего воздействия получается 
при tx — in ta/ta. Общее время релаксации системы опреде* 

Xi — 
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ляется величиной t2—lJXi (поскольку |A,2|».|AI| в области деления, 
см. рис. 1). 

2. Пусть г\=%t, х > 0 (сдвиг по частоте). Тогда система (18), (19) 
примет вид 

ЯХЯ2 • ( № — 

А Ф = 

ХЙ12 Г 
[Ш Я>1 Я2 [ 

Ш Я1Я2 т (Х,1 — Я2) 

Я1 — Я2 

<322 2̂ e%tt Xl . 1 

В этом случае, так же как и в предыдущем, время релаксации систе-
мы равно Соответствующие графики показаны на рис. 3. 

-ж/2 -ж/4 А,(р 

1L 

Рис. 1.. Зависимость и Я2 от 
стационарной фазы /шра и па-

раметров делителя частоты 

Ар 

Рис. 2. Установление стацио-
нарных значений амплитуды и 
фазы делителя частоты при 
изменении фазы делимого ко-

лебания на г |о>0 

3. Рассмотрим наиболее общий случай внешнего фазового воздей-
ствия на НП делитель частоты. В «стационарном» режиме (0>Ai - 1 , 
Яг - 1) , когда затухают члены, отвечающие начальным значениям при 
t=0, уравнения (18), (19) примут вид 

t t 
— а— le%it f г] d х — е**' ^ r\e~^x dx\, 

. — Яа) \ J о ) 
tnJUBh 
У>Л,Л2 

о 

Аф = 
t 

= - - 3 - + /1 1 IX f ^ - * * 
т т( Ях — а2) L J о 

t 
— (а22 — 1 г ) ц e r ^ d x J. (21) 

о 
Запишем внешнее воздействие т] через интеграл 
Фурье: 

со 

т] = г) (0 = — Г S (со') e'w'*d со'. (22) 
2л J 

—00 
Тогда, подставляя (22) в (21) и используя условие «стационарности» 
(t—yoo), при котором 

t 00 
А а ' Г = — — Г S (со') e!* 'td со', 

) 2л J /со' —Я1)2 V 

Рис. 3. Установление 
стационарных значений 
амплитуды и частоты де-
лителя при изменении 
фазы делимого колеба-
ния по закону оо̂ -+-

+ Kt(%> 0) 
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получаем «вынужденные» динамические вариации амплитуды и фазы 
НЧ колебания: 

оо 

ДА = ^ [ — Г ^ 
m(Xi —Я2) L 2я J ja' — ki 

—оо 
оо 

[ 5 ( o V < - > ' ' d f i / l , 
2л J /©' —Яа v J 

—оо 
о» 

дФ = — И - -{- 1 Г ( а 2 2 _ я а ) - 1 - С -J^—S^e'^d^^ т m(%i — Аг) L 2я J /со — Лг —оо 
оо 

- ( ^ - b ! ) - J - Г — i ^ - — S ( t o ' ) ^ d t i ) ' l . (23) 
2jt J /со — Лг J —JO 

Рассмотрим два случая, при которых спектр внешнего фазового воз-
действия «S (w') подчиняется следующим условиям: 

а) спектр S(a>') ограничен в области высоких частот, а верхняя 
граничная частота спектра сов' подчиняется условиям 

со„ со„ 
« 1 , (24) 

А* 

б) спектр S (со') ограничен в области низких частот, а нижняя гра-
ничная частота спектра сон' подчиняется условиям 

- ^ - « 1 , (25) 

В первом случае (условие (24)) с точностью до второй производной 
можно записать следующее соотношение: 

— Г = 1 — [ — К х 
2л J J<a'.— Xi4 2яЯ,1,а J (/со'/Чг)—! 2я 

09 

X S (<&') е1<0'* d(£>' = — —-— т] — rj, 

и тогда система (23) приобретает вид 

А А = - г г - ч + — г г ~ ч ( " Г " + - г - ) ' /71 Л̂  Л2 . /И Л1л2 \ Лх Лг / 

д = Л ^ + Г| Л аИ \ 
^ m m ^i^a m \ Xi j 

Из уравнения для фазы системы (26) можно получить частоту поде-
ленного колебания, которая равна 

о d гп j. 1 г» d ( p <*>+*1 , Qu й = —^т- [й * — ф] = Й - г - = —-I—L- + — — - — Т) — di 1 J dt m tn%i%2 1 

(26) 

m Xi 
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' Если предположить гармонический закон для фазовой модуляции 
Л (£), т. е. г] = л s in®^, где сов' подчиняется условию (24), а 

Лизке « 2 б 1 ( Л ) а 2 ^ ; бг ( Л ) = - (3/8) а2А2о, 
ап 

то колебание поделенной частоты <Q будет следить за изменениями 
делимой частоты с точностью 

ДцСО в < у t 

т Х т l i 
что следует из оценки членов уравнения (27) с учетом (24). 

Таким образом, чем лучше выполняются условия (24), тем точнее 
режим деления частоты. С такой же точностью изменение амплитуды 
поделенного колебания будет следовать за частотой делимого колеба-
ния. Этот режим работы НП делителя частоты, характеризующийся 
преобразованием частотной модуляции в амплитудную ( Ч М - > А М ) , 
может быть использован в различных радиотехнических устройствах, 
в частности при контроле стабильности частоты и медленных ее изме-
нений. 

Во втором случае уравнения (23) с точностью до условий (25) 
примут вид 

Д А = 0 , Д ф = 0 , (28) 
что означает, что если нижняя граничная частота о ) / спектра внешнего 
фазового воздействия 5 (<о') значительно превосходит м и Хч, а ампли-
туды гармоник спектра S (со') подчиняются условию 

W С< 2 б х ( Л ° ) а 2 ^ 26х (Л0) £2; бх (Л0) = — (3/8) а2 At, 
an 

то когерентный режим работы делителя не нарушается. 
Рассмотренные выше особенности колебательных процессов в не-

линейно-параметрических делителях частоты при различных (регуляр-
ных и случайных) законах изменения фазы делимого колебания необ-
ходимы для оценки возможностей таких систем в режиме деления 
частоты и фазы исходного колебания. 
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