
энергии связи. При дальнейшем увеличении концентрации ПАВ проис-
ходит восстановление не первоначального спектра поглощения асеоциа-
тов родамина С (кривая / ) , а мономерной полосы поглощения краси-
теля (кривая 4), что и следует ожидать, поскольку дисперсионное-
взаимодействие между образующимися комплексами затруднено из-за 
большого количества ПАВ в растворе. 

Описанные изменения спектров поглощения красителей аналогич-
ны их деформациям при введении в растворы высокомолекулярных ве-
ществ (эффект метахромазии) [12]. Поэтому развиваемые в настоя-
щей работе представления могут быть применены и для объяснения 
явления метахромазии. 

Таким образом, многообразие изменений спектров поглощения-
сложных органических веществ, наблюдаемых при увеличении концент-
рации молекул растворенного вещества, а также при введении раз-
личных добавок, объясняется с единых позиций с учетом структуры; 
образующихся в растворе комплексов. 
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О ГИДРОДИНАМИЧЕСКОМ ОПИСАНИИ ВОЛН В ГОРЯЧЕЙ 
РЕЛЯТИВИСТСКОЙ ПЛАЗМЕ 

Л. С. Кузьменков, П. А. Поляков, П. Б. Подосенов 

(кафедра теоретической физики) 

Одна из попыток построения релятивистской гидродинамической-

теории волн в релятивистской плазме была предпринята в работе [1]. 
В этой работе предполагалось, что плотность тензора энергии-импуль-
са частиц Т1> представима в виде [2] 

( е + р ) т Ч * — g i S p . ( 1 ) 

В работе [3] были получены уравнения релятивистской гидродинами-
ки на основе локального максвелловского распределения частиц плаз-
мы, для которого тензор энергии-импульса также представим в виде 
(1). Однако, как будет показано ниже, это хорошо известное представ-
ление тензора Т н е с п р а в е д л и в о для плазмы при наличии в ней волн 
и приводит к принципиальному расхождению с кинетической теорией. 

Вместе с тем использование при определении и разбиении тензора 
энергии-импульса статистических представлений и предположения об 
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идеальности плазмы позволяет получить результаты, согласующиеся с 
кинетической теорией, а также ряд новых результатов, которые проще 
могут быть получены с помощью гидродинамических уравнений. 

Выведем основные уравнения двухжидкостной релятивистской гид-
родинамики с помощью релятивистского уравнения Власова [4] 

«<ИЬ. L | ( I ^ F « a , + g j ) / „ ] = 0 , ( 2 ) 
дх1 ШаР дик 

•где 
3 4 4 

gk и ип _ A _f£_ FkiFniie +—(Fnmum) (Fn%) и\ 
ё а 3 mac3 ах" ' 3 „2с» 3 „ф . 

= (3) 

ш* — 4-вектор скорости, 0(и°) — функция Хевисайда. Индекс а нуме-
рует сорт частиц, латинские индексы принимают значения 0, 1, 2, 3, 
а греческие — 1, 2, 3. Интегрируя уравнение (2) с весами 1 и и \ по-
лучим 

= О, (4 ) dxi i\ a a 

r a =v a e a F R
£ T l

a (5) 
dxi 

где т1 — 4-вектор гидродинамической скорости; 

т' = ^ WfadQ/va, (dG = t< V = 1 j , (6) 

•va — инвариантная плотность частиц сорта a, 

rJ = mac*$u'uifadQ, (7) 

^"rad — среднее значение радиационной силы: 

Л = - J S ^ f a d ^ ^fad = j (8) 

Система моментных уравнений (4), (5) является незамкнутой. 
Д л я ее замыкания тензор энергии-импульса обычно представляют в 
виде (1). Исследуем теперь, при каких условиях это предположение 
справедливо. Для этого без ограничения общности будем считать, что 
в нашей системе отсчета имеются потоки только вдоль координатной 
оси х, т. е. все недиагональные компоненты тензора (7), кроме Г01, 
равны нулю. Перейдем теперь в систему отсчета S', в которой отсут-
ствует поток частиц, т. е. т1 = 0. Используя преобразования Лорен-
ца [2], можно найти связь компонент тензора энергии-импульса с 
компонентами Т1' этого тензора в системе S': 

Тао = (8 + р) T V — р + г т ^ т с 2 j u°'ul'f dQ', 

Т11 = (е + р) тЧ 1 + р+ 2тVmc2 J tfi'&'f'dQ', (9) 

p i = Т ю = (E + /?) X°T1 + (т°т° + тЧ1) mc2 j «9 V / ' d Q ' , 

F22 _ J4TI' Y33 _. F3S' 
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где р — /гб, 

е = тс2 J u° f'd3u', 

п@ = j V V / W , п(х) = J / W . (10) 
Формулы (10) являются статистическими определениями соответ-

ственно давления, внутренней знерши, температуры, плотности числа 
частиц [5]. Соотношения (9) совпадают с (1) только в том случае, 
если поток импульса в системе 5 ' равен нулю, т. е. 1 

mc2j u°'ul'fd9J = 0 . (11) 

Однако при условии т1 ' = 0 равенство (11), вообще говоря, не вы-
полняется для функций не являющихся симметричными. В этом 
случае представление тензора энергии-импульса в виде (1) несправед-
ливо. 

В частности, при распространении гармонической волны в плазме-
возмущенная функция распределения согласно кинетическому уравне-
нию Власова (2) будет иметь вид [6] 

ikjU1 

из которого следует, что если стационарное распределение fa(0) сим-
метрично, то бfa не будет симметричной функцией. 

Таким образом, гидродинамическая теория волн в плазме, осно-
ванная на предположении (1), может приводить к ошибочным ре-
зультатам. 

Рассмотрим теперь вопрос о замыкании системы уравнений (4),. 
(5) совместно с уравнениями Максвелла. Для этого из тензора энер-
гии-имлульса выделим тензор давления [7] 

= (V& — vl)fd3u, t ( 1 2 ) 

где —средний поток им.пульса частиц: 
I» Т/Р r)P tP а - тс \ uafd3u/n (х), — = — . — = — • (13) 
J с и0 с х° 

Тогда пространственные компоненты тензора (7) принимают вид 

Т а Р = у с ^ а + Р а р . ( 1 4 ) 

Предположим, что тензор давления симметричен. Тогда 3P1/%l=tF2fx2 = 
= ^ 3 / т 3 . Ковариантным обобщением этого условия являются равенст-
ва Тогда Далее, 
как и в нерелятивистской теории, предположим, что плазма — это 
идеальная жидкость, т. е. РаР = рбар. Тогда система уравнений гидро-
динамики совместно с уравнениями Максвелла >[2] будет иметь вид 

1 ^ = ° ' 

+ Pik] = VaeaFk
£T'a + Л , 

дх1 

= т г - ' ( 1 5 > 
дхк дх1 
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= 4ne„vr' 
dxkdxk a a a 

Линеаризуем систему уравнений (15), пренебрегая возмущениями 
ионов и считая электронно-ионную плаз-му квазинейтральной. Пола-
гаем 

х\ = т{о) + х1, р1 = р(о) :+ р, = c ĵo) + У\ = V(0) + v, . 

где индексом 0 обозначены равновесные значения величин, a т \ р, 
V — их возмущенные значения. Тогда из (15) имеем, считая, что все 
возмущенные величины пропорциональны 

~ е х р ( - iktx0, т[0) - { 1 , 0 , 0, 0}, <И0) = {Л°оъ 0, 0, 0} 

.И известно уравнение состояния процесса р = р(п), а также полагая, 
.что волны.распространяются вдоль оси х, kl = {k°, kl, 0, 0}, 

- 0. (16) 

Здесь 

А а ц .— : бац^о 

k0 

где 

4 я Л ' ( 0 ) / . 2 , 8 
1 i -—- г0k0 

С l - i — r„k0 —Y - — 

knkn V 3 0 0 mc2 У an 

а!(1=0, 

+ Cloy. + 

(17) 

о 4 я е • 2 у i / 

Из условия разрешимости уравнения (16) имеем дисперсионное 
уравнение 

det(AJW)=0. (18) 
Обозначая &-{-iy = ck0, k = ku е = с£р,0, из уравнения (18) получаем «сле-
дующее выражение для частоты колебаний и декремента затухания 
ленгмюровских волн: 

1 др_ 
дп 

со2 = ©р _j_ — ^ (19) 

Y = ~ T f°l> ( 2 0 ) 
I 

и для электромагнитных волн 

а2=№с2-\-щ2тс2/&, (21) 

— * Г — У ( 2 2 ) 
3 с р ^ е &с*+Ъ2

ртс*/е J 

Предположим, что зависимость давления от плотности представи-
ма в виде 

p=cons t -n r , (23) 

а в равновесии частицы распределены согласно релятивистскому зако-
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ну Максвелла. Тогда для средней энергии частиц плазмы можно за-
писать 

(24) 

(25) 

(26) 

И з сравнения с известной дисперсионной формулой для ленгмюров-
ских волн в нерелятивистокой плазме [8] находим, что Г = 3. В ульт-
рарелятивистском приближении из (24), (25) и для Г = 3 находим 

0)2 = ш p2mc2/30_j_£2c2 (27) 

И з формулы (27) видно, что при ультрарелятивистских температурах 
дисперсионное уравнение для ленгмюровских волн совпадает с диспер-
сионным уравнением электромагнитных волн в вакууме. Этот вывод 
согласуется с аналогичным результатом Силина [8], полученным на 
основании строгой кинетической теории. 

Д л я длинных волн дисперсионное уравнение согласно (25) примет 
вид 0)2 = (0р2тс2/3@. Эта формула справедлива-при любых уравнениях 
состояния и совпадает с аналогичной формулой Силина [8]. 

В работе [1], где используется тензор энергии-импульса в виде 
(1), соответствующая дисперсионная формула для длинных ленгмю-
ровских волн не зависит от уравнения состояния плазмы и имеет вид 
w2 = (op

2mc2/40, что находится в принципиальном противоречии с ки-
нетической теорией. 

Уравнение состояния (23) с Г = 3 правильно описывает дисперсию 
ленгмюровских волн как в нерелятивистской плазме, так и в ультраре-
лятивистской. Однако если в нерелятивистском пределе этот процесс 
соответствует одномерному адиабатическому сжатию, то в ультрареля-
тивистской плазме он не является адиабатическим. 

Что касается дисперсии электромагнитных волн, то формула (21) 
для ультрарелятивистской плазмы (@->-оо) также согласуется (в от-
личие от следствия работы [1]) с результатами кинетической тео-
рии [8]. 

Укажем, что декремент радиационного затухания как электромаг-
нитных, так и ленгмюровских волн (20), (22) в нерелятивистском пре-
деле согласуется с аналогичными формулами, ,полученными в рабо-
те [6]. 

Декремент затухания ленгмюоовских волн в гидродинамическом 
приближении не зависит от температуры плазмы, несмотря на' учет 
давления, и совпадает с декрементом радиационного затухания ленг-
мюровских волн в холодной плазме. 

Декремент затухания электромагнитных волн зависит от темпера-
туры электронов плазмы и, в частности, в ультрарелятивистском преде-
ле, согласно (22), равен у=|—4г0{ор

2/9с, т. е. радиационное затухание 
электромагнитных волн в ультрарелятивистской плазме в 4/3 раза 
больше, чем их радиационное затухание в нерелятивистской плазме. 

С учетом (23) и (10) соотношение (19) примет вид 

о)2=(йр2тс2 /8+Г^2с2в/е. 

В нерелятивистском приближении из (24), (25) получим 

со2 —cop
2-f Г6& 2 /т . 
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О МАТЕМАТИЧЕСКОМ МОДЕЛИРОВАНИИ ПРОЦЕССА НАГРЕВА 
ДЛИННЫХ СТАЛЬНЫХ ЦИЛИНДРИЧЕСКИХ ДЕТАЛЕЙ ПОД ЗАКАЛКУ 
В ИНДУКТОРЕ С ПОПЕРЕЧНЫМ МАГНИТНЫМ ПОЛЕМ 

В. Б. Гласко, М. К. Трубецков 
(кафедра математики) 

1. Математическое моделирование физических процессов является 
эффективным средством для изучения возможностей новых инженер-
ных конструкций. 

Поскольку количественные характеристики факторов, обусловли-
вающих процессы, обычно неизвестны и подлежат определению в за-
висимости от предъявляемых к систе-
ме требований, соответствующие мо-
дели содержат элементы обратных -
задач. Тем самым решение проблемы 
моделирования неизбежно опирается 43 

на концепции теории регуляризации , 
[1]. Так как далее операторы, опреде- " 

ляющие желаемый эффект работы 
системы, часто задаются дифферен-
циальными соотношениями, их вычис-
ление проводится с помощью разност-
ных схем [ 2 ] . Рис. 1. Геометрическая конфигура-

В настоящей работе на указанной ция системы: / — образец, 2 — шины 
основе в рамках выбранной модели индуктора 
рассматривается ранее не подвергав-
шийся математическому изучению процесс нагрева под закалку длин-
ных стальных образцов цилиндрической формы в индукторе специаль-
ной конструкции [3]. 

2. На рис. 1 изображено поперечное сечение рассматриваемой 
конструкции. Будем считать, что толщиной шин индуктора и распре-
делением плотности тока в них можно пренебречь в рамках •рассмат-
риваемой задачи и поэтому аппроксимируем индуктор 'бесконечно тон-
кими лентами ширины L. В этих лентах течет электрический ток про-
тивоположных направлений 7=1 (t) еш, где I(t) — медленно меняю-
щаяся со временем амплитуда; ток порождает электромагнитное .по-
ле, проникающее в глубь образца, и индуцированные токи Фуко при-
водят к нагреву. Образец вращается вокруг своей оси с угловой ча-
стотой Q, так что область высоких температур «размазывается» неко-
торым образом по поверхности образца. 

I / 
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