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О МАТЕМАТИЧЕСКОМ МОДЕЛИРОВАНИИ ПРОЦЕССА НАГРЕВА 
ДЛИННЫХ СТАЛЬНЫХ ЦИЛИНДРИЧЕСКИХ ДЕТАЛЕЙ ПОД ЗАКАЛКУ 
В ИНДУКТОРЕ С ПОПЕРЕЧНЫМ МАГНИТНЫМ ПОЛЕМ 

В. Б. Гласко, М. К. Трубецков 
(кафедра математики) 

1. Математическое моделирование физических процессов является 
эффективным средством для изучения возможностей новых инженер-
ных конструкций. 

Поскольку количественные характеристики факторов, обусловли-
вающих процессы, обычно неизвестны и подлежат определению в за-
висимости от предъявляемых к систе-
ме требований, соответствующие мо-
дели содержат элементы обратных -
задач. Тем самым решение проблемы 
моделирования неизбежно опирается 43 

на концепции теории регуляризации , 
[1]. Так как далее операторы, опреде- " 

ляющие желаемый эффект работы 
системы, часто задаются дифферен-
циальными соотношениями, их вычис-
ление проводится с помощью разност-
ных схем [ 2 ] . Рис. 1. Геометрическая конфигура-

В настоящей работе на указанной ция системы: / — образец, 2 — шины 
основе в рамках выбранной модели индуктора 
рассматривается ранее не подвергав-
шийся математическому изучению процесс нагрева под закалку длин-
ных стальных образцов цилиндрической формы в индукторе специаль-
ной конструкции [3]. 

2. На рис. 1 изображено поперечное сечение рассматриваемой 
конструкции. Будем считать, что толщиной шин индуктора и распре-
делением плотности тока в них можно пренебречь в рамках •рассмат-
риваемой задачи и поэтому аппроксимируем индуктор 'бесконечно тон-
кими лентами ширины L. В этих лентах течет электрический ток про-
тивоположных направлений 7=1 (t) еш, где I(t) — медленно меняю-
щаяся со временем амплитуда; ток порождает электромагнитное .по-
ле, проникающее в глубь образца, и индуцированные токи Фуко при-
водят к нагреву. Образец вращается вокруг своей оси с угловой ча-
стотой Q, так что область высоких температур «размазывается» неко-
торым образом по поверхности образца. 
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В дальнейшем, учитывая то, что длина цилиндра много больше 
радиуса, будем рассматривать пространственно-двумерную задачу в 
системе координат вращающегося цилиндра. Тогда температурное по-
ле и=и(г, ф, \t) при заданной плотности тока описывается следующей 
краевой задачей для нелинейного уравнения теплопроводности: 

с (и) р (и) = — irk (и) • ди ' 
dt г дг 

ди 

дг 
+ 

(1) 

lim rk (и)-^-
г-+0 дг 

— 0: k (и) ди 
~дг~ r=R 

= X (и — ио) у U |<=0 = = const. 

Здесь q — плотность индуцированных тепловых '.источников, осред-
ненная по периоду Т — 2я/ю: 

q (и, г, / (0) = 0Д2А, (и) \E(u,r,y,I (f)) |2, (2) 

Е — медленно меняющаяся амплитуда единственной, .параллельной 
оси цилиндра компоненты электрического поля. На рис. 2 представле-
ны графики зависимостей k(u), р(м), с (и), по эксперимен-

Л£_ . кая 
У>смзс>г"С 

и ккал K>-rrrTTj£ у(в)-10\ ом/м 

1000 и,"С 

Рис. 2. Графики зависимостей характеристик 
стали марки 40 от температуры: удельной 
проводимости к(и), плотности р(м), теплоем-
кости с(ы), теплопроводности k(u), относи-

тельной магнитной проницаемости |х(ы) 

1,0 / \ 
0 

в 
0 

%[2 % 

-1,0 - XJ 
-2,0 -

\ J 

Рис. 3. Функция у (в) при заданных 
параметрах конструкции 

тальным данным [4]. Первые две из указанных величин аппроксими-
ровались нами по методу наименьших квадратов (k(u) — полиномом 
4-й степени, р(и) — полиномом 1-й степени), тогда как остальные рас-
считывались путем кусочно-линейной интерполяции. 

Амплитуда электрического поля Е описывается уравнениями Макс-
велла (без учета токов смещения и без токов проводимости вне об-
разца) с условиями сопряжения на границе r=R и условием ограни-
ченности решения при г->0 и при г->сю. Коэффициенты этого уравне-
ния зависят от и, однако, как показано в работах [5, 6], для заданных 
характеристик материала можно без значительной потери точности при 
расчете температурных полей ограничиться «локально-стационарным» 
приближением уравнений Максвелла, где температура и рассматрива-
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ется как параметр. Воспользовавшись приближением хорошо проводя^ 
щего образца О ПРИ ^ ->-оо, можно исключить поле Е при 
r>R. Таким образом, условия сопряжения заменяются граничным ус-
ловием II рода: 

=|i(«)y,(e)/(0, 6 = < P - Q f
f
 (3) дг |г=/?—о 

где у (9) — известная функция, которую достаточно рассчитать однаж-
ды при помощи квадратур для Е0 — поля, возбуждаемого индуктором 
в отсутствие образца, и процедур быстрою прямого и обратного пре-
образований Фурье; представление о функции г/ (0) можно получить 
из рис. 3. 

Решение задачи о нахождении поля Е, зависящего от I(t), может 
быть представлено явно в виде разложения по системе функций 
{Jm (У— i а г) ешв}, а — а (и) = (и) 'к (и) ю. Если воспользовать-
ся асимптотикой функций Бесселя по параметру aR^>l, и учесть их 
приповерхностную локализацию, то можно применить следующее вы-
ражение для осредненной плотности тепловых источников в (1): 

0,12Х(и)ца (ц)уа(9) / 2 g / Г а(и) (r-R) г > J 
rRa*(u) ' а ' 

(4) 
0,1 г < 

^ У2 а 

Таким образом, завершена формулировка модели процесса нагре-
ва при заданной I(t). Значения и (г, ф, t), определяемые задачей (l)i— 
(4), вычислялись с помощью разностной схемы переменных направ-
лений [2]. Для каждого перехода с tk на tk+ ц2 и с tk+1/2 на tk+\ вво-
дился итерационный цикл, подобный использованному в работе [5]г 
который необходим для решения нелинейной задачи; поиск решения 
линеаризованных уравнений проводился методом прогонки (цикличе-
ской по ф) . 

Обозначим через A(t, I(t))=u(jR, ф, t) при заданной функции 
I(t) оператор, вычисляемый по указанной схеме [2, 5]. 

3. Формулируем обратную задачу — об определении I{t) по не-
которой информации о температурном поле, т. е. об управлении полем 
по некоторым заданным условиям. 

Процесс нагрева под закалку проводится в две стадии. 
На первой стадии (задача а) требуется найти постоянную силу 

тока I{t) =IH= const, такую, чтобы при заданном времени нагрева 
/н средняя температура поверхности достигала заданной величины 
ия (стадия нагрева). 

На второй стадии (задача б) требуется найти некоторую кусочно-
постоянную функцию I(t)={Ik}, k=\, 2, ..., п, с минимальным числом 
«звеньев», при этом средняя температура поверхности образца долж-
на оставаться на заданном интервале (tn, ?н) постоянной (~w H ) в 
пределах некоторого допустимого отклонения б (стадия изотермиче-
ской выдержки): 

р 2 (« н , {u{t)~uaydt<b\ 
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Под средней температурой поверхности понимается функция 
2Я 

u(t) u(R,y,t)dy. 
о 

4. Задача а формулируется в виде конечного уравнения ив= 
=f(I)=A(tHJ) относительно / с неявно заданной, но вычислимой со-
гласно п. 2 правой частью. По выражению для q можно предположить, 
что зависимость / ( / ) близка к монотонной квадратичной (что согласу-
ется с действительностью). Поэтому для решения последнего уравне-
ния использовался метод хорд. Исходные данные для него /(1) и 
определялись специальным итерационным процессом 

уОИ-1) = J H . ( 2 + "н - / (0 ) \ ( 5 ) 
2 \ f(I{p))~f(0) ) 

при произвольном (например, по порядку величины) выборе началь-
ного приближения Этот алгоритм оказался вполне эффективным. 

Задача б может быть решена в два этапа. Вначале определяется 
некоторая I(t)={Ik} без специального соблюдения условия минималь-
ности числа звеньев, т. е. при априорном, достаточно мелком разбие-
нии сегмента на частные tk], &=1 , 2, ..., п, .при этом, 
как и в работах [5, 6], ищется функция, близкая к непрерывной. 

В качестве алгоритма поиска / при каждом k, в отличие от ис-
пользованного в работе [6], предлагается оказавшийся более эконо-

2Я 

мичным алгоритм (5), где / ( / ) = \ A(tk,I)d<p. В соответствии с 
2л J 

о 
условиями [5—6] № = I k - 1 , и процесс заканчивается по условию 

Обратимся ко второму этапу. 
5. На этом этапе решается задача аппроксимации в равномерной 

метрике р(/ , Т) «непрерывной» функции I(t), кусочно-посто-
янной Т, но уже с минимальным числом звеньев, так, чтобы р ( / , 7 ) ; < е 
при заданном г. При этом проверяется соблюдение условия близости-
средней температуры поверхности к заданной константе. 

Предлагаемый для этого алгоритм напоминает конструкцию Лебе-
га для интеграла [7] и формулируется следующим образом. Д л я каж-
дого пг множество значений I(t) разбивается равномерной сеткой на 
сегменты 

Yi==[If-u l i b / = 1, 2, . . . , m, 
Iо = min I(t), Im = max I (t). 

Каждому Yi отвечает множество сегментов оси t: { Д = таких, 
что I(t) при t&с/71. Рассчитаем для каждого щт среднее для это-
го множества значение I{t) (//_i-h/y)/2 и, обозначив через х/" ха-
рактеристическую функцию множества я/*, получим выражение для 

т 
искомой f = £ \ / /ЗС/ \ которое и примем за приближенное решение по-
ставленной задачи для данного т . Описанные выше действия проделы-
ваются для т — 2, 3, ... до тех пор, пока не выполнится условие 
р( / , 7) < 8 . 

20 



Проверка выполнения условия аппроксимации температуры для 
функций 7, полученных при различных т, производится в рамках ре-
шения прямой задачи и потому достаточно экономична. 

6. Обратимся к некоторым результатам расчетов с помощью рас-
смотренных алгоритмов. 

Приведенные ниже результаты отвечают следующим значениям 
физических параметров: R = 24 мм, а = 27 мм, L = 2 8 мм, о /2я = 2,5 кГц, 

й /2л = 0,5 Гц. При аппроксима-

Рис. 4. Зависимость силы тока от времени Рис. 5. Зависимости максимальной 
(1), средней (2), минимальной (3) 
температур поверхности образца от 

В результате решения задачи а времени; кривая (4) — зависимость 
при tH = 27 С, « н = 8 7 0 ° С было получе- температуры от времени при 

г т оnnt \ а «г г=17 ,3 мм, кривая ( 5 ) — в центре 
НО значение / н = 8670 А, что близко К образца; крестиками отмечено пове-
применяемым на практике величинам, дение средней температуры поверх-

На рис. 4 представлена наряду со ности при замене I(t) на ?(t) 
значением / н «непрерывная» функция 
I ( t) , найденная на первом этапе решения задачи б. Соответствующее 
ей среднее, а также минимальное и максимальное значение темпера-
туры поверхности даны на рис. 5. Отклонения температуры от средней 
величины не превосходят ~ 2 0 ° С к моменту tH и ~ 3 — 4 ° С к моменту 

На том ж е рис. 5 представлены средние значения температуры 
для приближения I(t), найденного на втором этапе при т = 4, которое 
также «укладывается» в допустимые пределы. Соответствующий этому 
приближению режим переключения тока показан на рис. 4 ступенча-
той фигурой. 

Таким образом, основанные на концепции регуляризации алгорит-
мы позволяют решать задачу о выборе режима управления током с 
целью получения нужного поведения температурного поля при нагре-
ве под закалку. 

Настоящая работа инициирована сотрудничеством с АвтоЗИЛ. 
Авторы выражают благодарность акад. А. Н. Тихонову, начальнику 
отдела З И Л И. Н. Шклярову и Н. И. Кулик за полезные обсуждения. 
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О ХАРАКТЕРЕ ФАЗОВЫХ ПЕРЕХОДОВ В СОЕДИНЕНИЯХ 
РЕДКОЗЕМЕЛЬНЫХ МЕТАЛЛОВ 

А. В. Ведяев, М. А. Савченко, Л. В. Панина 
(кафедра магнетизма) 

Введение. В последнее время проводятся исследования соедине-
ний типа Eri_xHoxRh4B4. В работе [1] приводится экспериментальная 
фазовая диаграмма таких соединений (рис. 1), наиболее характерной 
чертой которой является наличие критической концентрации. Пока еще 
экспериментально не установлено, есть ли в квазитройных соединени-
ях фаза сосуществования сверхпроводимости и магнетизма. Однако 

Т.К 
I 

Парамагнетизм 

0,1 0,2 0J 0,4 0J5 0,6 0,7 0,8 0,9 1х 

Рис. 1. Экспериментальная фазовая диа-
грамма соединений типа Eri_ sHoiRh<B4 

Рис. 2. Теоретическая фазовая 
диаграмма соединений типа 
Eri-scHoxRhuB,,: фазы скошенной 
( T S ) и нормальной (NS) спирали, 
сверхпроводимости (Su), пара-
магнетизма (Р); волна спино-

вой плотности (с — sin) 

сравнение экспериментов по измерению магнитной восприимчивости и 
теплоемкости для соединения ErRh4B4 приводит к выводу о наличии 
такой фазы в узкой области темлератур (ДГл^О.ОБ К) [2, 3]. 

• Флуктуационная теория фазовых переходов ;в соединениях типа 
E r ^ H o x R h i B i была развита в работах [4—6]. Авторы построили фа-
зовую диаграмму в переменных температура — анизотропия (рис. 2). 

Мы исследуем сверхпроводящее состояние и полученную теорети-
чески в [4—6] фазу сосуществования сверхпроводимости и магнетиз-
ма и покажем, что учет магнитных флуктуаций приводит к вихревой 
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