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ТРАЕКТОРИИ КОРНЕЙ СИСТЕМ КЛАССА [5; 0] 

Г. А. Бендриков, В. И. Мифтахов 
(кафедра физики колебаний) 

В работе исследованы типы траекторий корней (ТК) линейных или 
линеаризованных систем пятого порядка, характеристическое уравнение 
которых имеет вид 

( а 0 р 5 + a i p 4 + а 2 р 3 + а 3 р 2 + а 4 р + а5) + К = 0 . (1 > 

Здесь К — линейный свободный параметр, изменяющийся в широких 
пределах ( 0 < / С < + о с или — о о < / С < 0 ) , ш (г = 0, 1,...,5) — параметры 
семейства ТК, являющиеся функциями параметров системы и прини-
мающие самые разнообразные численные значения. Таким уравнением 
описываются процессы в системах различной физической природы с 
обратной связью или без нее, состоящие из различных типовых звеньев.. 

Как известно [1], корневой годограф дает большую информацию 
о динамических свойствах системы. 

С помощью преобразований уравнения (1) на комплексной плос-
кости p—6+/w (сдвига мнимой оси, переноса начальных точек вдоль 
ТК и изменения масштаба), не меняющих типа ТК, корневые годогра-
фы уравнения (1) могут быть изучены в зависимости от двух парамет-
ров Мп и Nn, являющихся функциями a,i. На плоскостях ( М п , Nn) мож-
но выделить области с разными типами ТК и определить тип ТК по 
значениям коэффициентов йг без непосредственного построения ТК по 
аналитическим формулам [1], а также проследить зависимость типа 
ТК от любых параметров семейства ТК. 

Соотношения между параметрами Мп и Nn, определяющие тип ТК, 
могут быть получены из анализа уравнения возможных кратных точек 
[1], а также асимптотики и симметрии или асимметрии ТК относитель-
но вертикальной прямой, проведенной через центр асимптот [2]. 

Осуществляя обратный переход к уравнению (1) и анализируя 
различные типы ТК, можно установить общие закономерности переме-
щения полюсов систем класса [5; 0] при изменении свободного пара-
метра К. 
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Производя в уравнении (1) замену p = fi—ajbao, получим 

(pf+RpS+Mtff+Nipi) +Ki=Q. (2) 

Здесь 

% ^ Jh = — + 4 ^ Ql 

а0 5 \ а0 / з а0 5 а0 а0 25 \ д0 

^ _ Да _2_ % Д3
 3 / \ 2 Дг 3 / ai 

(3) 

a0 5 a0 д0 25 \ д0 / a0 125 \ a0 

новые параметры семейства TK, выражающиеся через значения щ, 
Д- _ к Д5 1_ flj Да 1 / Дх \ 2 Дз 

До До 5 а0 До 25 \ а0 ) д0 

1 / Д1 \ 3 Д2 , 4 / fl! 
125 \ До / д0 3125 \ д0 

новый свободный параметр, являющийся линейной функцией К. На-
чальные точки уравнения (2) получаются переносом начальных точек 
уравнения (1) вдоль ТК. Класс уравнения при этом не меняется, а одна 
из начальных точек уравнения (2) всегда равна нулю. 

В зависимости от величины R — — ( } ^ 0 рассмотрим 
д0 5 \ До / 

возможные случаи, соответствующие дальнейшему упрощению уравне-
ния (2). 

Если R = 0, то уравнение (2) сразу принимает вид 
(Pi5+MiPlz+NiPi)+Ki = 0, (4 ) 

зависящий от двух параметров семейства ТК Mi и Nj. 
Если РФ0, то с помощью замены рх = уравнение (2) 

преобразуется к виду 

( Р 2 5 ± Р 2 3 + М 2 Р 2 2 + А Г 2 Р 2 ) + / С 2 = 0, (5 ) 

также зависящему от двух параметров семейства ТК 

Mz = Md\R\*!\ N2=Ni/R2 (6) 

со свободным параметром K2 = Ki/\R |5 / 2 . Знак « + » или «—» в уравне-
нии (5) соответствует R>-0 или R<C.Q. 

Объединяя вместе уравнения (4) и (5), окончательно получим 

(Pn5+Pn3sign R + Mnpn^+NnPn) +Kn = Q, (7) 

г д е п р и ^ = 0 п= 1, а при R=£0 п = 2. 
Выделим на плоскостях ( М п , Nn) области с разными типами ТК 

уравнения (7) (рис. 1). : 
При Мп = 0 начальные точки, а следовательно, и ТК уравнения (7) 

симметричны относительно мнимой оси комплексной плоскости рп. 
При М п ф 0 для одинаковых по модулю, но противоположных по знаку 
значений Мп и одинаковых значений Nn начальные точки получаются 
зеркальным отражением относительно мнимой оси комплексной плос-
кости рп. Назовем типы ТК для значений Мп и Nn, лежащих в левой 
полуплоскости (Мп, Nn), основными, а для значений Мп и Nn, лежащих 
в правой полуплоскости, — зеркальными. Знание основных типов ТК 
позволяет выявить им зеркальные и облегчает анализ уравнения (7). 
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Дифференцируя уравнение (7) по рп последовательно четыре раза,, 
получим уравнения возможных двух-, трех-, четырех- и пятикратных 
точек: 

5Рп + Ч s i g n Я + Ш п Р п + Nn = О, 
Юр„3 + Ьрп s i g n R + Мп = О, 

I 0 p 2 + S i g n ^ = 0 , 

. Рп = 0 . 

Действительно корни кратности больше двух должны удовлетворять не 
только своему уравнению, но и всем уравнениям более низкой крат-
ности, а комплексно-сопряженные кратные корни — также и уравне-
нию (7). Учитывая, что кратные комплексно-сопряженные точки могут 
быть только двойными (порядок характеристического уравнения равен 
пяти), условия их образования можно найти, записав уравнение (7) 
в виде 

{рп5± PrJ's ig n R + Mnpn2 + Nnpn) + К = 
(9 ) 

= (Pn—X—jy) 2 (pn—X+jy)2 (pn+z) =0 

и приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях рп-
Области и границы между ними, соответствующие различному чис-

лу кратных точек, на рис. 1 обозначены римскими цифрами от I до XV. 
На рис. 1,6 типу ТК IX соответствует точка пересечения пунктирной 
(II и VIII) и сплошной (I и VII) линий. Уравнения границ между 
областями могут быть получены из анализа уравнений (8) и (9). 
Сплошной линией изображены кривые, соответствующие типам ТК с 
трехкратной действительной точкой, прерывистой — с двукратными 
комплексно-сопряженными точками. Одинаковые типы ТК при различ-
ных соотношениях R ^ . 0 имеют одинаковые обозначения. Для каждого 
из основных и симметричных типов ТК в таблице дан пример • корне-
вого годографа. Крестиками отмечено положение начальных точек, 
асимптоты проведены штриховыми линиями. Все траектории корней 
приближаются к асимптотам. Одной стрелкой обозначены положитель-
ные (/Gz>0), двумя стрелками — отрицательные (Kn<Z0) корневые 
годографы. 

Пусть при обратном переходе к уравнению (1) мнимая ось зани-
мает положение, обозначенное на корневых годографах таблицы через 
р в кружочке. Из анализа типов ТК можно сделать ряд выводов. 

При больших по модулю значениях К поведение систем класса 
[5; 0] определяется асимптотикой, задаваемой самим^ видом уравне-
ния (1). Центр асимптот находится по формуле а * = —ai/5a0; из центра 
асимптоты выходят под углами <pv=Jtv/5 (v = 0, ±1 , . . . ) к положитель-
ному направлению действительной оси. 

С увеличением |/С| устойчивые в разомкнутом состоянии системы 
класса [5; 0] становятся неустойчивыми. Критические частоты находят-
ся из уравнения возможных критических частот 

a0coft4—a2cok2+a4 = 0, (10) 
а соответствующие им критические значения свободного параметра — 
по формуле [1] 

—Kh = a5—a3a)ft2+aiWft4. (11) 

При отрицательной обратной связи ( /С>0) неустойчивость обус-
ловлена приближением ТК к асимптотам, выходящим под углами 
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наименьшим из корней 

- lf\MiL 
к, * * 

1,р+1 ТгР+1 ТзЪр\Т3р*1 ЬШгг 

rbjt/5. Критической частотой всегда является 
уравнения (10) a)k = mi<.a>h2.. 

При положительной обратной связи ( /С<0) мнимую ось комплекс-
ной плоскости р пересекают действительная ветвь ТК (при К = К а = 
= —а5) и комплексно-сопряженные ветви ТК, приближающиеся к 
асимптотам, выходящим под углами ± 2 я / 5 (при со̂  = соь2 и Ku = Kh2). 
Однако частота соь2 является критической, если |/(ь2 | < |Ка | . Если же 
| Д ь 2 | > | К а | , как в примерах типов ТК, данных в таблице, то -первым 
в правую полуплоскость р выходит. действительный корень. Это при-
водит к апериодическому возбуждению системы. 

Построив полный корневой годограф [3], можно проследить за 
изменением степени устойчивости 5 от свободного параметра К и най-
ти ее максимальное значение Sm. 
В таблице отмечена величина ощ для 
каждого из типов ТК. Она может до 
стигаться: 

1) в кратных точках, ближайших 
к мнимой оси /со (для большинства 
типов ТК); 

2) на вертикальной прямой, про-
веденной через три корня (один дей-
ствительный и два комплексно-сопря-
женных) с одинаковыми веществен-
ными частями (IV, VIII, X типы 
т к х . 

Для увеличения Sm нужно центр 
асимптот а* сдвигать влево. Это осу-
ществляется смещением начальных 
точек (одной или . нескольких) влево 
относительно мнимой оси /со. 

Максимально достижимая сте-
пень устойчивости систем класса 
[5; 0] S m m = | а* \ = a i / 5 a 0 > S m полу-
чается в случае III, VII, VIII и X сим-
метричных типов ТК, т. е. при 1R = 
= M i = i N i — 0 или # > 0 , М 2 = 0 ; 0 < 
< !N 2 <0 ,25 . 

С помощью корневых годографов, 
данных в таблице, можно оценить ха-
рактера зависимости переходных про-
цессов (колебательность, величину пе-
ререгулирования и т. д.) от свободного 
параметра К для разных типов ТК. 

Аналогично могут быть исследованы зеркальные типы ТК. Все это 
позволяет рШег^ить выбор некоторых оптимальных значений парамет-
ров систем "класса [5; 0], а при использовании ЦВМ — значительно 
сократить время счета. 

В качестве примера исследуем динамические свойства простейшей 
системы, замкнутой отрицательной обратной связью (рис. 2, а). Харак-
теристическое уравнение системы имеет вид 

P(TlP+l) (Т2р+1) (Т3Т&р*+Т3р+1)+К=0, (12) 

где K = k i k 2 h h — свободный параметр. Пусть 

7i = 0,12 с; 7V=0,77c; Г3=0,064 с; Г4 = 0,085 с. 

I 

л 

- 6 

'-J Кы*о -
- \ 

ч 

. I ] г 

-8 -ю \ f \ 
\ А к \ 
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Рис. 2 
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Подставляя численные значения в уравнение (12), получим 

ао = 0,000502656; а4 = 0,0107552; а2=0,1548; а3=0,954; 

а4=1; а 5 = 0 . Величина R > 0 , а значения параметров M2=0,35; N z ~ 
= —0,15 в соответствии с формулами (3) и (6). 

С помощью рис. 1, б находим, что ТК уравнения (12) имеют 
VI основной тип. Отмечая на комплексной плоскости частот расположе-
ние начальных точек и проводя асимптоты, используя таблицу, нетруд-
но качественно построить корневой годограф уравнения (12). 

Подставляя в (10) и (11) численные значения а*, находим сом = 
= 2,57; Км —5,83 и т 2 = 17,36; Kk2= —689,3. При отрицательной обрат-
ной связи система устойчива в области 0< /С<5 ,83 , а критической час-
тотой является сом. 

Для уточнения динамических свойств системы можно построить, 
полный корневой годограф (см. рис. 2, б). Величина S m ^ 0 , 6 и 
достигается при К ^ 0 , 3 в ближайшей к мнимой оси двукратной точке. 
При 0 < / С < 0 , 3 доминирующие корни действительные, при 0 , 3 < К < . 
< 5 , 8 3 — комплексно-сопряженные. 

Аналогично можно исследовать различные семейства ТК систем 
класса [5; 0]. Пусть, например, в рассматриваемом примере 0 , 0 4 < 7 4 < 
<0,1. По формулам (3) и (6) находим R > 0 и строим параметриче-
скую кривую M 2 =M 2 (T i ) , N 2 =Nz(Ti) . На рис. 1, б она изображена 
пунктиром. По ней можно проследить за изменением типа ТК от 
а с помощью таблицы качественно построить семейство ТК уравне-
ния (12). 
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ВЕКТОРНАЯ ЧАСТИЦА В ПОСТОЯННОМ МАГНИТНОМ ПОЛЕ 

И. А. Обухов, В. К. Перес-Фернандес 
(кафедра квантовой теории) 

В работе исследуются релятивистские волновые уравнения вектор-
ного поля во внешнем магнитном поле. Известный произвол в выборе, 
лагранжиана векторного поля во внешнем электромагнитном поле по-
зволяет ввести феноменологический параметр k, характеризующий маг-
нитный момент частицы [1, 2]. Случай k = l соответствует модели 
Вейнберга 1967 г. [1, 3]. При этом спиновый магнитный момент век-
торной частицы равен рБ—• магнетону Бора, в выражении для которого 
масса т е заменена на массу векторной частицы т [1]. В данной рабо-
те получены точные решения векторных уравнений как в случае k = l r 
так и для произвольных k. Найден спектр энергии векторной частицы 
в магнитном поле, согласующийся с результатами работы [2], в кото-
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