
которого определяется углом обзора приемника. Антенные свойства 
МИП описываются формулой (2), дающей при Л,=Яо форму централь-
ного лепестка диаграммы направленности. 

Д я я Х=Хо угловая полуширина 60 центрального лепестка на уров< 
не Л max/2 определяется по формуле 

Параметры МИП выбираются из требования максимальности А 
при Я=Я0 и 8о = 0. При этом оказывается, что д;~1, [3]. Поэтому 
6 6 ^ 1 / 1 / С . Как следует из выражений для С, величина С пропор-
циональна 1/7Y В свою очередь, Ti~ (nL/nH)2N, где 2N — число слоев 
переднего зеркала. Поэтому 60 ~ (nL[nH)N . Отсюда видно, что угловая 
ширина центрального лепестка быстро уменьшается с увеличением 
числа слоев переднего зеркала или отношения ия/ях,. 
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ИССЛЕДОВАНИЕ ТИПОВ ТРАЕКТОРИЙ КОРНЕЙ ЛИНЕЙНЫХ И 
ЛИНЕАРИЗОВАННЫХ СИСТЕМ ЧЕТВЕРТОГО ПОРЯДКА 

Г. А. Бендриков, В. И. Мифтахов 

(кафедра физики колебаний) 

Как известно, качество переходного процесса системы зависит от 
расположения нулей и полюсов передаточной функции относительно 
полюсов комплексного спектра внешнего воздействия. Поэтому важ-
ной задачей является исследование законов движения полюсов системы 
(корней характеристического уравнения) при изменении параметров 
системы. 

В отличие от [1, 2] в настоящей работе проведено полное исследо-
вание всех типов траекторий корней (ТК) линейных и линеаризован-
ных систем, описываемых характеристическим уравнением 

Здесь К — свободный параметр, изменяющийся в широких пределах 
( 0 < / С < + о о или — о о < / ( < 0 ) , a,i (i = 0, 1,..., 4) — параметры семейст-
ва ТК, принимающие самые разнообразные значения. К такому виду 
могут приводиться уравнения свободных движений систем различной 
физической природы с обратной связью или без нее, пассивных или 
активных. 

60 1 - М + * 
2 С 
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В зависимости от численных значений а{, однозначно задающих на 
плоскости комплексных частот р = 6-f-/co расположение четырех на-
чальных точек, ТК уравнения ( Ц могут иметь девять типов. Эти типы 
ТК отличаются числом и взаимным расположением кратных т Л е к , а 
также симметрией или асимметрией относительно вертикальной пря-
мой, проведенной через центр асимптот [3]. 

Анализируя различные типы ТК уравнения (1), можно установить 
характер потери устойчивости при отрицательной и положительной об-
ратной связи, способы достижения максимальной степени устойчивости, 
проследить за изменением реакции системы на типовые воздействия 
при варьировании свободного параметра и т. д. В случае отсутствия 
нулей системы полный корневой годограф [4] содержит все данные 
для построения переходной характеристики на единичное ступенчатое 
воздействие, а для систем, допускающих гармоническую линеаризацию, 
позволяет определить амплитуду И устойчивость периодических движе-
ний в системе [5]. 

Производя в уравнении (1) замену p=pi—ai/(4a0), означающую 
перенос мнимой оси /со в центр асимптот а* — —aj,/(4a0), получим 

(pS+Npf+Mpiy+K^O, (2) 

rtfe 

дг — — — ( - М 2 , М L J ! l J L + _ L (3) 
ao 8 \ Яо / ' cio 2 a e f l o 8 \ a 0 / 

два новых параметра семейства ТК, выражающиеся через коэффи-
циенты а* уравнения (1), 

Д- __ К J a4 1 flj аз J 1 / дх \ 2 g2 3 / аг \ 4 
1 а0 ад 4 «о Оо 16 \ Яо / «о 256 \ Яо / 

параметр ТК, являющийся линейной функцией К. При таком выборе Ki 
начальные точки уравнения (2) получаются переносом начальных то-
чек уравнения (1) вдоль ТК, причем одна из начальных точек уравне-

ния (2) всегда равна нулю. Согласно 
[3], такие преобразования на плоско-
сти комплексных частот не меняют 
типа ТК. 

Выделим на действительной пло-
скости (М, N) области и границы 

' — м е ж д у ними, соответствующие раз-
личным типам ТК уравнения (2). 
1Три М = 0, —оо<Л/'<Ц-оо начальные 

'^jM*' точки, а следовательно, и корневые 
годографы уравнения (2) сим-
метричны относительно мнимой оси 

комплексной плоскости pi. При МФО для любых двух пар значений 
(М\ N) и (—М\ N) начальные точки и корневые годографы уравне-
ния (2) получаются зеркальным отражением относительно мнимой оси 
комплексной плоскости pi. Типы ТК для значений параметров М и N, 
лежащих в левой полуплоскости (М, N), назовем основными, в правой 
полуплоскости — зеркальными и на оси ординат — симметричными. 
Будем обозначать их римскими цифрами с индексами в соответствии 
с рисунком. 

Кратные точки ТК уравнения (2), числом и взаимным расположе-
нием которых отличаются различные типы ТК, найдем из уравнения 

Mm -*{//// 
-5ШЩ V ^ 
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возможных кратных точек [3] 

+ ^ + ^ = № 

Действительные корни уравнения (4) всегда являются кратными точ-
ками ТК, а комплексно-сопряженные требуют проверки удовлетворения 
уравнению (2). 

Из анализа дискриминанта уравнения (4) D = —4(ДА/2)3—27(М/4)2 

нетрудно установить следующее. 
1) При £ = 0, т. е. 

N =—|-М2/3, ( 5 ) ' 

все три корня уравнения (4) действительные, причем два из них равны 
между собой. На рисунке кривая (5) изображена прерывистой линией. 
Она соответствует типам ТК с одной двукратной и одной трехкратной 
точками (см. 1осн и I зер типы ТК таблицы). В частном случае M=N=0 
все три корня уравнения (4) равны нулю, а ТК уравнения (2) имеют 
четырехкратную начальную точку (см. ПСИм тип ТК таблицы). 

2) П р и £ > 0 ^ N < — М 2 / 3 j уравнение (4) имеет три различ-
ных действительных корня, а ТК уравнения (2) — три двукратные 
точки (III оси, 1Псим и Шзер типы ТК. таблицы). 

3) При D . < 0 ^ V > только один корень уравнения (4) 

действительный, поэтому ТК уравнения (2) имеют одну двукратную 
точку (IVOCH и IV3ep типы ТК таблицы). 

Комплексно-сопряженные точки ТК могут быть только двукратны-
ми (порядок характеристического уравнения равен четырем). Их мож-
но найти, записав уравнение (2) в виде 

( P i 4 + W p i 2 + M p i ) + * e i = (pi—a—/P)2(Pi—' а + / Р ) 2 = 0 . 

Раскрывая скобки и приравнивая коэффициенты при одинаковых сте-
пенях pi, получим условия 

М = 0 , 0<N<+oo, (6 ) 

при которых ТК уравнения (2) имеют двукратные комплексно-сопря-
женные точки а ± / Р - На плоскости (М, N) этому соответствует положи-
тельная ось ординат, изображенная на рисунке жирной линией. При 
выполнении (6) с учетом Д < 0 ТК уравнения (2) имеют двукратную 
действительную и двукратные комплексно-сопряженные точки (УСим 
тип ТК таблицы). 

Таким образом, все многообразие корневых годографов уравне-
ния (2), а следовательно, и уравнения (1) может быть сведено к девяти 
типам ТК. Пусть при обратном переходе к уравнению (1) мнимая 
ось / о занимает положение, обозначенное на корневых годографах таб-
лицы через р в кружочке. Чтобы не усложнять рисунки в таблице,' 
положение начальных точек оставим без изменения. Будем рассматри-
вать как положительные, так и отрицательные корневые годографы. Из 
анализа различных типов ТК можно сделать ряд выводов. 

С увеличением | / ( | устойчивые в разомкнутом состоянии системы 
класса [4; 0] (в этом обозначении 4 — число начальных, а 0 — число 
предельных точек ТК) становятся неустойчивыми. При отрицательной 
обратной связи ( / ( > 0 ) неустойчивость обусловлена выходом пары 
комплексно-сопряженных корней в правую полуплоскость р, что при-
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водит к колебательному с а м о в о з б у ж д е н и ю системы. Критическая час-
тота определяется из уравнения Т К при 6 = 0 [3] 

( O k 2 = a 3 J a u ( 7 ) 

Типы траекторий корней систем класса [4; 0] 

Тип ТК -̂ осн 1з ер Ишм 

Область 
значений 
параметров 

N=-1,5 N=-1,5 Ум7, 
0 < М < + £ » 

N=0, 
M=0 

Численный 
пример 

С 

\ 

X4* 1 

. А \ Л -

Г 

-2 

У 

А 
5/77 

/ 1 
Ь 

/ 
У 

а 

\<: 
D 

I ( 

С ь 

/ / 
Q 

-2 

N . 1 

i » 

3) С 

У Численный 
пример 

-1 1 
M—-J; N=-1,5 

-1 1 
М=1; N=-1,5 M—N=0 

Тип ТК Иосн Ш- CUM Ш зер 

Область 
значений 

параметров 
N<-1f5 Vti7, 
-C7<3<LM<0 

-oo<-N <-0, 
М= 0 

N < -1,5 VM7) 

Численный 
пример 

а 

я 
а) ( 

Sm 
ъ 

7 

t 

vJ 
2> 

-2 t 
\ 
-1 у 

/ 
/ 

(/ 

Q 

Л7 

/ 

b' 

/ 

Q 

\ 2 

\ < 

У ч ь 
Y j 

ь 

/ 
/ > 

* / / / / /У 
Численный 
пример 

1. 
М=-1 ;• N=-2 

- / 1 
М=0 N=-2 

-1 1 
МЧ; N=-2 

Тип ТК ^осн ^зер ĈUM 

Область 
значений 
параметров 

N>-1,5 \fW, N>-1,5 VM2, 
Ot-M^-t-o0 

0 < N < + , 
M—0 

Численный 
пример 

Q. \J 
\ 

\ 

i \ 

-1 
/ 

/ 

а 

/ 

D 

/ / 
(I 

\1 $ 
/ / / 

) 

/ / 
/ / 

4Г V 

® Q XjL 
\ 1K^1™7/ 

ь 

у / 
/ 

/ 
Численный 
пример 

- / 1" 
М=-1 ) N=0 

-1 1 
M=1jN=0 

i" 
M=0-f N=-4 
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а соответствующее ей критическое значение свободного параметра, по 
формуле 

При положительной обратной связи ( / (<0 ) с ростом \К\ один из дей-
ствительных корней переходит в правую полуплоскость р, и система 
становится апериодически неустойчивой. В этом случае соь=0 и фор-
мула (8) принимает вид 

—Ка = «4-

Для устойчивых систем важной характеристикой является степень 
устойчивости S, равная по абсолютной величине действительной части 
ближайшего к мнимой оси корня (или корней) уравнения (1). Про-
следив за изменением 5 при изменении свободного параметра К для 
каждого из типов ТК, данных в таблице, можно найти максимальную 
степень устойчивости. Она может достигаться: 

1) в кратных точках, ближайших к мнимой оси /со (для боль-
шинства типов ТК); 

2) при расположении одного действительного и пары комплексно-
сопряженных корней, движущихся в противоположных направлениях, 
на одной вертикальной прямой (IV3ep тип ТК таблицы); 

3) при расположении всех четырех корней на вертикальной пря-
мой, проведенной через центр асимптот (УСим тип ТК таблицы). 

В первых двух случаях величина Sm достигается при единственном 
значении К = К т , определяемом из полного корневого годографа, в по-
следнем случае — в целой области значений К• Для систем, замкну-
тых обратной связью, максимальная степень устойчивости может полу-
читься не только при отрицательной, но и при положительной обратной 
связи (см., например, 1зер тип ТК). Для ПСИм и Ус и м типов ТК она рав-
на максимальной степени устойчивости систем класса [4; 0] Smm— 
= |а* j =a i / (4a 0 ) , для остальных типов ТК — меньше этой величины. 
Сдвигая центр асимптот а* влево, т. е. перемещая начальные точки 
влево относительно мнимой оси /со, можно увеличить максимальную 
степень устойчивости системы. 

В случае заданных значений а* плоскость параметров (М, N) 
может быть использована для качественного построения корневого го-
дографа (по начальным точкам, асимптотике и знанию типа ТК). Для 
семейства корневых годографов уравнения (1) на плоскости (М, N) 
можно построить кривые в функции параметра семейства ТК и про-
следить по ним за изменением типа ТК от этого параметра. Все это 
позволяет облегчить анализ и синтез систем класса [4; 0]. 

Пример. Определим тип ТК следящей системы автопилота [6], 
описываемой характеристическим уравнением 

р ( р + 1 , 5 7 ) ( р 2 + 1 0 , 7 р + 5 8 , 9 ) + / С = 0 . (9) 

Раскрывая скобки и приводя подобные члены, находим a0 = 1; ai— 
= 12,270; А 2 = 7 5 , 6 9 9 ; А 3 = 9 2 , 4 7 3 ; А 4 = 0 , откуда по формулам ( 3 ) вы-
числяем N= 19,24; М = — 1 4 1 , 0 3 . С помощью рисунка и соотношений 
таблицы находим, что ТК уравнения (9 ) имеют IV0CH ТИП. Согласно ( 7 ) 
и (8 ) <BFE = 2 ,7 и Kk = 513 ,7 . При отрицательной обратной связи система 
устойчива в области 0 < / С < 5 1 3 , 7 . Как видно из примера 1У0СН типа ТК 
таблицы, доминирующие корни уравнения (9) при малых значениях К 
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действительные, при больших — комплексно-сопряженные. Этих дан-
ных достаточно, чтобы судить о свойствах системы в области устойчи-
вости. 
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СПЕКТРЫ ЗАРОЖДАЮЩИХСЯ ВЕТРОВЫХ ВОЛН 

Г. Е. Коненкова, К. В. Показеев 

(кафедра физики моря и вод суши) 

Форма спектра развитых ветровых волн достаточно хорошо изуче-
на; существует ряд эмпирических и теоретических моделей спектров 
ветрового волнения для больших разгонов или для большой продолжи-
тельности действия ветра [1]. Зарождение ветрового волнения и фор-
мы его спектра исследовались мало. (Зарождающимися мы называем 
работки дистанционных методов изучения океана, так как именно 
волны, имеющие разгон не более нескольких метров). Данные о струк-
туре высокочастотного поверхностного волнения также важны для раз-
коротковолновое поверхностное волнение определяет радиолокационную 
или оптическую яркость морской поверхности. 

С целью изучения спектров зарождающегося ветрового волнения 
(ЗВВ) нами был проведен эксперимент в аэ!рогидроканале в условиях 
глубокой воды. Измерение возвышений поверхности проводилось струн-
ными волнографами, датчики которых размещались вдоль оси канала 
на разгонах, равных 46, 98, 170, 235, 250, 300 и 370 см. Средняя ско-
рость ветра в канале измерялась трубкой Пито. Профиль средней ско-
рости ветра удовлетворял логарифмической зависимости. Изменение 
динамической скорости V* вдоль канала при малых разгонах было не-
значительным. Эксперимент был проведен при V*, равных 35, 46, 65, 
83 и 90 см/с. Более подробно методика экспериментов описана в рабо-
те [2]. 

Для различных разгонов X и динамических скоростей 1/* были 
получены записи возвышений поверхности т] (X, V*, t), по которым 
были рассчитаны спектры возвышений поверхности «S(co). Поскольку 
исследовалось только стационарное волнение, анализировались зависи-
мости спектров от X и V*. На рис. 1 приведены спектры ветрового вол-
нения при У* = const и переменной величине X, а на рис. 2 — спектры 
5 (со) при X=cons t и переменной У*. Изменение спектра при росте X 
(y*=cons t ) происходит обычным образом: растет величина максимума 
спектра, максимум смещается в сторону более низких частот. В облас-
ти высоких частот существует участок равновесия. Спектры волн при 
X—const и переменной V* уже не имеют интервала равновесия: про-
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