
На более низком уровне (500 мбар) 27-суточная периодичность-
исчезает в III секторе и значительно ослабевает в I секторе. 25-суточ-
ные колебания сохраняются в обоих секторах, причем фаза их в I и 
III секторах становится одинаковой. В меридиональной циркуляции 
периодичность в 27 сут не обнаружена, а 25-суточные колебания ин-
декса / м имеются только в III секторе. 

В работе сделана попытка объяснить часть полученных результа-
тов исходя из гипотезы солнечного воздействия на атмосферную цир-
куляцию. Предложено учесть наложение колебаний для объяснения 
ряда наблюдавшихся периодичностей. Отметим, что, используя нало-
жение колебаний и определив совокупность факторов, влияющих на 
циркуляцию, можно определить все периоды ее изменения. Обратное 
также верно, т. е. для окончательного заключения о природе причин» 
определяющих циркуляцию атмосферы, необходимо более точное оп-
ределение значений ее характерных периодов. Для этого необходима 
проведение анализа индексов Каца на возможно большем объеме ста-
тистических данных и использование методов спектрального анализа.. 
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ОБ УРАВНЕНИЯХ ДВИЖЕНИЯ ЗАДАЧИ ДВУХ ТЕЛ С ПЕРЕМЕННЫМИ 
МАССАМИ 

Л. Г. Лукьянов 

(ГАИШ) 

1. Задача двух тел с .переменными массами недостаточно четко 
освещена в литературе [2—4]: почти во всех работах по задаче двух 
тел с переменными массами исследуются уравнения относительного 
движения различной формы. 

В общей задаче двух тел с постоянными массами доказывается, 
что, используя 6 интегралов движения центра масс, можно понизить 
порядок системы дифференциальных уравнений движения в абсолют-
ной системе координат с 12-го до 6-го и записать их в виде диффе-
ренциальных уравнений относительного движения [1]. Зная общее или 
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частное решение уравнений относительного движения, можно получить 
соответствующее решение уравнений движения в абсолютной системе 
координат алгебраическим путем с использованием интегралов движе-
ния центра масс, без дополнительных квадратур. 

Рассмотрению этих вопросов для переменных масс посвящена на-
стоящая работа. 

2. На каждую из, двух материальных точек с переменными, но 
заданными массами mi(t) и m2(t) кроме силы взаимного притяжения 
действует дополнительная сила, зависящая от координат точек, ком-
понент скоростей и времени. Дифференциальные уравнения движения 
в абсолютной системе координат имеют вид 

Щ Ра = ^ г +ФХ (t, Pi, р2, рх;р2), г 
(1> 

Щ р 2 = — f e ^ r + Ф х ( * , р 1 , р г , р 1 , р г ) , г 

где и Фг — отмеченные выше дополнительные силы, f — гравита-
ционная постоянная, r=g2—q 1, Qi И Q2 — радиусы-векторы рассмат-
риваемых точек. 

Д л я произвольных дополнительных сил эти уравнения не будут 
иметь никаких первых интегралов, а их решение невозможно свести 
к решению уравнений относительного движения 6-го порядка, так к а к 
правые части невозможно выразить только через г, г и t. Д л я решения 
задачи в этом случае придется рассматривать уравнения (1). Однако 
это чисто математическая постановка задачи. В действительности си-
лы, действующие на материальную точку со стороны других тел, 
всегда зависят не от самих координат и скоростей этих тел, а от раз-
ностей между координатами и компонентами скоростей этих тел и рас-
сматриваемой точки, а также от времени. Именно этой природой сил 
объясняется инвариантность уравнений движения к преобразованию 
Галилея (равномерное прямолинейное движение системы координат),, 
вследствие чего уравнения движения имеют один и тот ж е вид в любой 
инерциальной системе координат. 

Учитывая такую физическую постановку задачи, уравнения дви-
жения (1) следует записать в виде 

г6 

(2> 

т 2 Рг = — fUhJJh г + F a (t, г, г). г3 

Уравнения относительного движения легко получаются из (2) 
в виде 

f = _ Пщ + т) r + J _ р а { t> г > г ) _ F i { t } Г ) г ) , ( 3 > 

г3 m2 mi 

Зная решение этих уравнений, можно получить решение уравне-
ний • (2) в квадратурах: 

Pi = f [ • ^ г + JL- Fx (*, г, i ) 1 dt + А = * (t), 

(4> 

Pi = J Ч> ( 0 d t + В , р2 = Pi + г, р2 = Pi + г, 
где А и В — произвольные постоянные. 
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Для произвольных дополнительных сил уравнения (2) не имеют 
интегралов количества движения, но если эти силы таковы, что 

Fi + F2=<p(0 — (thiQi+rh2Q2), (5) 

то уравнения имеют интегралы количества движения в виде 

miQi+m2Q2—i q{t)dt—di, (6) 

где а — произвольная постоянная. 
Наличие интегралов (6) позволяет исключить первую квадратуру 

в формулах (4), определяя QI и g2 из системы алгебраических урав-
нений 

miQi+m2Q2== I ф(•*)•*#+а, 

. . . ( 7 ) 

Q2— Ql = r 

с определителем mi + m 2¥ z0. 
Движение центра масс в этом случае определяется из формул 

Ра Г Г ф « ) Л + а + 
Щ + I J тх + m2 \ т 2 Щ J ] 

t 

Если же уравнения не обладают интегралами (6), то координаты 
центра масс вычисляются по обычным формулам, но после интегриро-
вания уравнений (2). 

3. Рассмотрим наиболее часто используемый случай, когда допол-
нительными силами являются реактивные силы, пропорциональные 
скорости изменения массы тела и относительной скорости истечения 
частиц. 

Уравнения (2) в этом случае будут иметь вид 

. /mi m2 ™iPi ~ , г + тх\ъ 

Щ Р * = — Ц ^ г + m 2 v 2 , 
г3 

(8) 

где относительные скорости истечения частиц vi и считаются задан-
ными функциями времени. Уравнения относительного движения запи-
шутся в виде 

.. / (m 1 + m2) f + m ^ j n ^ ( 9 ) 

гъ т2 тх 

Уравнения (8) не имеют интегралов количества движения. 
Зная решение уравнений (9), можно определить решение уравне-

ний (8) в квадратурах 

P 2 = P l + r . 
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Уравнения (8) можно записать в другом виде: 

(Ю) 

~ (ЩРд = ^ г 1 г + щщ, 

где U^VI+Qi и U2 = V2 + Q2 — абсолютные скорости истечения частиц. 
Уравнения (10) легко получаются из (8). Однако если в уравнениях 
(10) абсолютные скорости истечения считать заданными функциями 
времени, то эти уравнения будут отличаться от уравнений (8). В част-
ности, при заданных и г и и2 эти уравнения будут справедливы только 
в абсолютной неподвижной системе координат, т. е. они, как и урав-
нения (1), не инвариантны к преобразованию Галилея. 

Дополнительные силы в уравнениях (10) удовлетворяют условиям 
(5), и уравнения имеют три интеграла количества движения 

ЩР1 + — I (^lUi + m2u2)dt = а. (11) 

Уравнения относительного движения . можно получить из (10) 
в виде 

f = _ / f a + дч) г + А ц , — f g L - ц + (12) 

г3 тг т.! тг
 тг 

Используя тождество 
« С - PD = (а - р) [(1 - ji) С + | iD] - [ а ц + р (1 - ц)] (D - С) 

для (г = m2l(tnL + m 2 ) , С = р х , D = р 2 , а = m1/m1, р = m 2 / m 2 и учитывая ин-
тегралы (11), преобразуем уравнения (12) к виду 

r = - + + F ( 0 > ( l 3 ) 
г3 \ mi m2 / т 1 + m2 

V M2 MX J 

mx + m2 \ trix ma / L J 
( 1 4 ) 

В частности, при Ui== const и u 2 = c o n s t интегралы количества дви-
жения и функции F(t) имеют вид 

т 1 р г + т 2 р 2 — т 1 и а — т 2 и 2 = а , 

mi т2 / mi + т% \ mi / тг + тч 

а если щ = щ = 0 , то т ^ + т 2 р 2 = а , 

F СО — Г . (15) \ тх т2 } mi + Щ 

Отыскание решения уравнений (10) по известному решению урав-
нений относительного движения можно провести по общим формулам 
(7) и (4). Обычно рассматриваются частные случаи уравнений (13) 
для определенного вида F(£) [3]. В работе [5] рассмотрен случай (15). 
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Самый общий вид уравнений относительного движения определяется 
уравнениями (13) и (14). 

Подводя итог, следует отметить, что, исключая чисто математичес-
кие обобщения, дифференциальные уравнения движения в абсолютной 
системе координат 12-го порядка всегда можно свести к решению 
уравнений относительного движения 6-го порядка. Наиболее общий 
вид этих уравнений дается уравнениями (3) и (13). Знание общего 
решения уравнений относительного движения позволяет свести опреде-
ление общего решения исходных уравнений к шести квадратурах^. 
Если дополнительные силы удовлетворяют условию (5), то уравнения 
движения в абсолютной системе координат допускают три интеграла 
количества-движения (6). Наличие интегралов количества движения 
позволяет вычислить скорости движения тел в абсолютной системе ко-
ординат алгебраическим путем (7), без квадратур. Координаты тел вы-
числяются затем тремя квадратурами. 
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