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РАССЕЯНИЕ И ПОГЛОЩЕНИЕ МЕДЛЕННЫХ ЧАСТИЦ ЧЕРНОЙ ДЫРОЙ 
А. Б. Гаина, Г. А. Чижов 
(кафедра квантовой теории) 

Исследование задачи о рассеянии элементарных частиц методами 
квантовой теории в низших порядках теории возмущений и в прибли-
жении слабого рассеивающего поля начато в работах [1—4]. Указан-
ный подход применим в случае малого по сравнению с длиной волны 
частицы радиуса центрального тела (см. также более поздние работы 
зарубежных авторов по рассеянию безмассовых частиц [5—8]). В слу-
чае слабого поля Шварцшильда рассеяние скалярных и векторных ча-
стиц подчиняется резерфордовскому распределению по углам (см. [2— 
4]). Аналогичное утверждение справедливо и для рассеяния электронов 
на малые углы [2—4]. Сечение рассеяния фотонов, полученное указан-
ными методами [1], совпадает с точной формулой для рассеяния в нью-
тоновском поле точечной массы [5]. Рассматривались также поляриза-
ционные эффекты, связанные со спином частиц и вращением централь-
ного тела [9—11, 8]. В частности (см. [9] и [11]), вычисления во 
втором порядке теории возмущений на фоне линеаризованного поля 
Шварцшильда обнаруживают существование поляризационных эффек-
тов для фотонов. 

Однако если размеры центрального тела близки к гравитационному 
радиусу, постньютоновские члены в потенциале взаимодействия окажут 
влияние на картину рассеяния и учет линейных членов будет недоста-
точным. В случае образования черной дыры представляют интерес про-
цессы поглощения частиц, а также их влияние на рассеяние. Образо-
вание горизонта событий может привести к поляризационным эффек-
там при рассеянии частиц со спином даже в центральных полях. 

Наличие заряда у дыры, наряду с моментом вращения, сильно 
влияет на характер поглощения в связи с возможностью процессов 
рождения частиц (на классическом языке — явление суперрадиации 
для бозонов [12—15]). В то же время поведение фермионов в полях 
Керра—Ньюмана весьма отлично от поведения бозонов. В частности, 
отсутствует суперрадиация [16]. В случае сферически-симметричного 
поля Шварцшильда сечение поглощения слаборелятивистских электро-
нов малой дырой {rg/X<Cl, где rg — гравитационный радиус дыры) 
составляет 1/8 от соответствующей величины для скалярной части-
цы [17]. Представляет интерес исследование влияния заряда и угло-
вого момента дыры на сечение поглощения электронов. 

Адекватным способом рассмотрения подобных процессов является 
анализ точных решений уравнений Клейна—Гордона и Дирака с ис-
пользованием процедуры разделения переменных. Такой подход позво-
ляет получить волновую функцию состояний, отвечающих сохраняю-
щимся величинам инфинитного движения частицы. Волновую функцию 
задачи рассеяния можно выразить через волновые функции состояний 
с заданными квантовыми числами и, таким образом, получить соответ-
ствующие сечения процессов. 

1. Рассмотрим рассеяние скалярной частицы массы ц и заряда е 
в поле Райсснера—Нордстрема (система единиц c = h=G= 1): 

2 М Q2 
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— ( l — 1 dr2 — r 2 ( d 6 2 + sin26-d<p2) , 

где M, Q — масса и заряд дыры. Лагранжиан системы имеет вид 

<£ = (д» — ie А ф g^v (dv — te Л v) ф* — ц2фф*, 

где вектор-потенциал Л„ имеет компоненты: Л* =—Q/r . Лг = 0, Ле = 0, 
Ащ — 0. Обобщенные уравнения Клейна—Гордона: 

(— g)~1/2 dv [(— g)W _ ie А»)] ф — ie A*dv ф — (e2 Л^ А» — ц2) ф - 0 

(— g ) ~ 1 / 2 a v [(— gy/2 guv + fe а»)] Ф* + ie A*dv ф* — (e2 A„ Л^ — ц я ) ф * = 0 . 

Нижнее уравнение отличается от верхнего лишь знаком заряда. 
В дальнейшем будем рассматривать уравнение для функции Ф. Ра-
диальная часть волновой функции, отвечающей состоянию с опреде-
ленной энергией со, орбитальным моментом I и его проекцией т на 
некую ось z, 

Ф<o,J,m = (1/г)/?Ш1/(/-)У7(0, 

представляет собой на бесконечности сумму падающей и расходящей-
ся волн: 

R&ti — exp (— i со w — t г) • In 2co vr) + 

+ А/ (со) exp (i со vr + ir\ In 2co vr), 

где y==(l—n2/co2) , /2. Величина т] обязана кулоновской части в потен-
циале взаимодействия частицы с дырой: г)=[соМ(li+o2) +Za]/v, где 
Za = eQ. Амплитуда расходящейся волны Л/(со) определяется из гра-
ничного условия на горизонте г+ = М + V — Q2: 

г. г . / , V , Ч »i dr*' (. 2М Qs \ - 1 R&ti = exp[— i (со + Z о/г+)г ], где —— = 1 dr \ г г ) 

В задаче о рассеянии потока частиц, распространяющихся вдоль 
оси 2, асимптотическое поведение волновой функции имеет вид 

Y = exp (— i со t) {exp [t со vz — ir] • In со v (r — z)] + 

+ m m e x P (l ® vr + ^ • l n 2co vr)}. 
Разложение амплитуды упругого рассеяния по собственным состоя-
ниям дает 

m 
\ ! ( Ь ) = - ^ - У ( 2 1 + 1 ) (1 - S , ) / > , ( « • 6), = ( _ i y + i А и 

2со v 
1=0 

а для полного сечения упругого рассеяния имеем: 
00 

Ре ~ — + 1) 1 1 —I2-а 8 Vа -в» 
1=0 

Полное сечение поглощения в таком случае имеет вид 
08 

(0а о2 AJ Ю V* AbJ 
г=о '=о 
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В частности, при n M ~ | Z a | < / и а 2 < 1 процедура сшивания решений 
радиального уравнения дает 

^ ' - H i t t w 0 - т г < ) - s f ( ' - 4 - 4 
( о 

где 5гс(г]) — кулоновские матричные элементы оператора рассеяния, 
а парциальный коэффициент поглощения получается в виде 

Г, (о.) = 2Г [2Ш „ ( Г + _ г . )]«+' X 

да Л / р ч / j m 
(2/)!2 (21+ I)!2 1 1 \ fe2 / V й2 / 

fe=i 
Здесь введено обозначение: Г = ((or+ + Za) r + / ( r + —г_) «2coAf-j-Za, так 
как в нашем приближении Q<^M и Г+&2М, г _ « 0 . 

Таким образом, в случае \х,М~ | Z a | <С 1, fl2<C 1 величина полного 
сечения поглощения определяется в основном радиальным вкладом Г0: 

16 я М2 Л , Z а \ q . , l + u 2 + Za/coM 
сг л = 1 + • 2 я to М. ! 1 — 

v2 \ 2со М ) 1 — ехр {— 2яшЛ1/»(1 + и2 + Za/co М)}. 

Это сечение становится отрицательным при Za<—2toM, т. е. когда вы-
полняется условие суперрадиации (см. [15]). Амплитуда упругого рас-
сеяния представима в виде 

оо 
/ ( 0 ) = / ? ( в ) (Л) Л (сое в), 

1=0 
где frf(Q) — кулоновская амплитуда упругого рассеяния: 

гС/0ч _ т] Г (1 — i т|) ехр [2t ri-lnsin (6/2)} 
11 ' 2соо Г (1 +»r j ) sin2 (0/2) 

Если (1 + v2) (oM + Za=£0, то, ограничиваясь лишь поглощением 
s-волны, получим резерфордовское распределение рассеяния по углам 
с поправкой 

d a ; _ л р (l + t,2 + Za/coAf)2 

dQ 4v* sin4 (0/2) 

X {1 + 32 jt a 2 M 2 v ( l + -^-)sinH6/2)sin[2r].lnsia(e/2)]\. 
1 — exp.(— 2nrj) V 2(dM ) J 

Если поглощение не учитывается, то при Q = 0 получаем результат 
Мицкевича [2, 3]. При г]жО, когда ньютоновское притяжение компен-
сируется кулоновским электрическим отталкиванием, f „ c (6 ) ->0 и се-
чение упругого рассеяния слабо зависит от угла: 

d(Je 16Mz(2(oM+ Z a ) 2 

dQ 
1 + - i - (to vM)2 cos 6 

2. В случае электронов воспользуемся процедурой разделения пе-
ременных для уравнения Дирака, предложенной Чандрасекаром и 
Пейджем. В приближении | Z a | <С 1, у2<С1 получим волновые 
функции состояний инфинитного движения, удовлетворяющих условию 
захвата на горизонте г+ и отвечающих заданным значениям энергии со, 



проекции полного момента на ось вращения дыры т / , а также кон-
станты разделения Я. В нашем случае (см. [18]): 

( / + J - \ a „ 2 q c o m / + - j - а ( й т ' , 
V 2 / 2 / ( / + 1 ) 

где /=1 /2 , 3/2, ..., т / = 1 / 2 , 3/2, ± / . 
Для парциального коэффициента поглощения получим 

Ttm^ со) 
со и (г+ — г_) 

2 

/ 

1+2/ 4 яг] 

X 
П[ 1 + 

1 — е 

4Г2 

-2ят) 
г=1 

/ !2 

р=1 
/ + 1 

П[> + 
Р = 1 

( Р - 1 / 2 ) 2 

4 (2/ + 1)1 

(2/)! ( 2 / + 1)! 

\ 

X 

4Г2о 
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(со + ц) (г+ — г_) 

(со + И) (У+ —г.) 
4 ( 2 / + 1) 
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Здесь введены следующие обозначения: 

г± = Af ± V M 2 — а 2 — Q2 , 

Г = [ ( 4 + а2) и — т / а а г+] / (г + — г _), 

/ = МО) + — 
1 М 0 ) | = / + у , Л . > 0 , 

| Я ( 0 ) | - 1 = / L Я < 0. 

Знаки ± в (2), так же как верхние и нижние выражения в фигурных 
скобках, отвечают случаям Х>0 и Х<0 соответственно. Коэффициент Т 
не меняет знак при Г < 0 , что связано с отсутствием суперрадиации 
для фермионов. В случае сферической симметрии (а = 0) / становится 
известным квантовым числом, а величина Л переходит в собственное 
значение k оператора K=0l(<rL) +1 ] для уравнения Дирака в цент-
ральном поле. В предельном случае поля Шварцшильда получаем ре-
зультат Унру [17]. Зависимость Т от знака X обусловлена гравитацион-
ным спин-орбитальным взаимодействием. На самом деле, в пределе 
р, —>- 0 величина Т становится вырожденной по знаку X. В этом случае 
формулу (2) можно компактно записать через / либо \k\ и при е=0, 
Q = 0 получаем результат Пейджа [19] для нейтрино. 

Рассмотрим далее рассеяние электронов в поле Райсснера—Норд-
стрема. Амплитуда рассеяния определяется коэффициентами А и В [20]: 

А = 
1 

2£ со 
- £ [(/ + 1) ( 5 Г - 1) + l(St ~ 1)] Л (cos в), 

/=о 
О ) 

B = -^—V(Sr -Sf)P\(cos6), 
2со v 

1=0 

где знаки ± относятся к состояниям с &>0 и k<0 соответственно. 
Дифференциальное сечение рассеяния, усредненное по спиновым со-
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стояниям падающих частиц и просуммированное по спиновым состоя-
ниям частиц рассеянного потока, в случае неполяризованного началь-
ного состояния пучка равно 

Если в системе имеется поглощение, то полное сечение поглощения 
можно записать в виде 

ао 

a A = - ^ l l l ( l + l ) { l ~ 1 5 Г | 2 ) + / ( 1 - 1 Р ) ] = 
г=о 

ев 

1=о fe 

В рассматриваемом длинноволновом приближении по аналогии с (1) 
можно получить следующее выражение для амплитуды расходящейся 
волны: 

At (со) ( - 1У+ 1 S f (ч) (1 ~ Т?/2). (4) 

Подставляя (4) в (3), получим коэффициенты А и В: 
со 

л = й (6) + — i — v {(/ + 1) 7 7 + I T f } sci (л) РI (COS 6), 
4<Bl> JaJ 

г=о 
ое 

В = - - Ь . V (Г,+ - 7 Т ) S f (л) Р / ( сое 6). 
4щ V 

1=1 

Величина сечения поглощения, так же как и в скалярном случае, опре-
деляется главным образом поглощением s-волны: 

= ( 1 + J L ) 2 т о й М : 1 + ^ + Za/coM 
у2 \ (О J 1 — ехр {(— 2ncaM/v) (1 + о2 + Z ct/co М)} (5) 

Оно, очевидно, растет с ростом электрического притяжения. Коэффи-
циент В, определяющий поляризационные эффекты, в рассматривае-
мом приближении не обращается в ноль лишь благодаря поглощению. 
Нетрудно убедиться, что в результате поглощения рассеянный пучок 
окажется поляризованным с вектором поляризации, перпендикулярным 
плоскости рассеяния. Ограничиваясь вкладом pi/2-волны, получим для 
вектора поляризации рассеянных частиц 

Р = - 4 я ; s i n 3 — х 

1 — ехр (— 2л т]) 2 

x c o s - | - |(r]2 — 1) cos ^2т]-1п s in-^- j + 
+ 2т]-sin ^2r] In s i n - j - j | [n, n']. (6) 

Формула (6) показывает, что степень поляризации Д(6) является 
осциллирующей функцией угла. Она исчезает при 0 = 0 и 8 = л. Если 
г]^>1, т. е. 1 > щ М > и 0, абсолютная величина вектора поляризации 
мала: ~ (ооЛ!)4. Однако при и^>(оМ эффект становится существенным, 



пропорциональным &М, и соответствует по величине поляризационным 
явлениям порядка Za, возникающим при рассеянии электронов в ку-
лоновском поле ядра (см. [20]), а также эффектам, рассчитанным в [9] 
и [11] для фотонов. В обоих последних случаях вычисления проводятся 
с учетом второго приближения теории возмущений. Горизонт событий, 
таким образом, является «поляризатором». Приведем также формулу 
для дифференциального сечения рассеяния электронов с поправкой на 
поглощение: 

dae М 2 [l + E2 + Za/(coM)p 
dQ. 4у4-sin4 (9/2) 

X f 1 + 2я (1 + ц/m)- sin2(0/2) sin [2т,-In sin (0/2)]) . ( 7 > I 1 — exp (— 2лц) J 4 ' 

Здесь, очевидно, не учтены релятивистские эффекты. 
3. Результаты пп. 1 и 2 применимы для рассмотрения процессов 

рассеяния и поглощения безмассовых частиц спинов 0 и 1/2 в прибли-
жении соЛ4<с1. Для этого в формулах необходимо осуществить пре-
дельный переход ц - > 0 * , а для нейтрино также В частности» 
для дифференциального сечения рассеяния нейтрино получим 

= Ml f i + -1 (й)М) s in 2 0-s in^coAMn sin(0/2)]]. / Q . 
dQ sin4 (0/2) 1 4 J (8> 

Степень поляризации рассеянных частиц: 
А (в) = (соЛ1) • sin^ (0/2) • cos (0/2) * cos[4toAf • In sin (0/2)]. (9) 

Приведенные формулы позволяют также найти сечение поглощения 
нейтрино: 

оА=(п/(о2)(Т0- + Т1+)=2лМ2. 
Последнее выражение совпадает с полученным ранее результатом 
Пейджа [19]. 
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* Отметим, однако, что переход к ультрарелятивистской массивной частице а-»Т 
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