
Zl (t) = {С + rx In (z0 ( 0 + r0) + / y 0 / [ r 0 + Zq ( 0 ] } r ° t 2 o ( 0 

Zo (t) 

где С определяется из условия 2 i ( 0 ) = a i ; 

^х = - г — К — го 4 - ^ - 1 ; (18) 
го (О I г0 (О 

«1 = - = = 1-1 — 2 о ( 0 \ го (1) / 

= Q l f (ТВ) = - M l ) ^ + z ( l ) ( _ 1 ^о(1)Тз . т V Zo(l) / 

Константа го, таким образом, определяется из уравнения 
1+Гр N+1 

1 + Г о 1 + Ло + г 0 ) е 2 Г ° ' " • (19) 
2 N 

Уравнение (19) имеет единственное решение в интервале (—1; 1) при 
любом N > 0 , причем —1/(1 + 2N) < г 0 < 0 , 

«о = (1 + >-<>)/№; F0(l) = (1 — re)/2; а(0) = 2АА/(1 + г0). (20) 
Константы ai, /"I определяются из системы уравнений: 

/•, + 2 z 1 ( l ) = 0 ; 
(21) 

О0/-1—ai (1 + Го) + N (r0— 1 ) = 0, 

где 2 i ( l ) определяется из (18), а 

Ц ( 1 ) = _ 1 [ и 1 ( 0 ) + й 1 п (0)]. 
2 Апраа 4 ' -'-леа4 п 
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УДК 538.3:530.145 
О РЕГИСТРАЦИИ КЛАССИЧЕСКОЙ СИЛЫ, ДЕЙСТВУЮЩЕЙ 
НА КВАНТОВЫЙ ОСЦИЛЛЯТОР 

Б. А. Гришанин, В. Н. Руденко 

(кафедра физики колебаний) 

1. Введение. Прогресс техники физического эксперимента в по-
следние годы, с одной стороны, сделал реальной задачу наблюдения 
квантовых особенностей поведения макроскопических систем [1, 2], а 
с другой — поставил вопрос об учете квантовых ограничений чувст-
вительности в реальном макроскопическом эксперименте [3—7] и 
практической реализации потенциальных пределов качества, давае-
мых квантовой теорией оптимальной фильтрации [8, 9]. 
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Цель данной статьи состоит в квантовом анализе конкретной из-
мерительной схемы, содержащей пробный осциллятор и регистрирую-
щий элемент (преобразователь с усилением сигнала), с точки зрения 
реализации процедуры «разностного звена» [7] апостериорно — по 
записи, которую осуществляет регистрирующая система (датчик). 
Фактически измерение разностного оператора f ( t , т) есть квазиопти-
мальное воплощение истинно оптимального квантового алгоритма 
фильтрации [8, 9]. Квантовые флуктуации регистрирующего элемента 
ограничивают эффективность реального воплощения оптимального ал-
горитма на некотором уровне, отыскание которого также входит в за-
дачу проводимых ниже вычислений. Отметим, что наличие в измери-
тельной схеме дополнительных степеней свободы, относящихся к дат-
чику, соответствует теоретическому представлению о «косвенном изме-
рении» [10—12]. 

2. Квантовый сигнал RC-датчика механических колебаний гармо-
нического осциллятора. В проблематике предельно чувствительных из-
мерений на уровне квантовых эффектов [1—7] анализ схем, содержа-
щих диссипативные элементы, связан с определенными осложнениями 
общетеоретического характера. А именно: непосредственное примене-
ние исходного гамильтоновского формализма квантовой механики в 
этой ситуации невозможно из-за затухания, наличие которого означа-
ет незамкнутый характер рассматриваемой на квантовом уровне мак-
роскопической подсистемы и необходимость учета ее взаимодействия 
с микроскопической подсистемой, ответственной, за затухание. Для ли-
нейных систем простой рецепт, позволяющий непротиворечиво описать 
динамику квантовой макросистемы, состоит во введении квантовых 
источников шума, вычисляемого по квантовой теореме Найквиста 

Этот естественный подход мы здесь используем для анализа ин-
формационных характеристик £?С-датчика без рассмотрения ограниче-
ний на последующую схему обработки, т. е. для выявления потенци-
альных возможностей любых схем с /?С-датчиком. Эти возможности 
естественно сравнить с характеристиками, полученными без фиксации 
датчика, но при ограничении, вносимом процедурами измерения, ли-
шенными спектральной окраски [3]. 

Напомним эти последние результаты, относящиеся к фильтрации 
полезного сигнала из квантового шума одиночного осциллятора. 
Пусть перед измерением осциллятор находился в некотором, в общем 
случае возбужденном состоянии, таком, что 

Для короткого резонансного цуга внешней силы длительности т 
приращение координаты осциллятора равно Ax = FoxJ2m(s)o. Простей-
ший алгоритм обнаружения, состоящий в сравнении Ах и <зх, дает 
для регистрируемой амплитуды 

Применение же алгоритма оптимальной фильтрации, связанного с 
«исключением из наблюдения» спектральных компонент (сигнальных 
и шумовых) на частоте соо и квазиоптимально отвечающего измере-
нию разностного оператора f=X(t+x)—X(t), приводит в принципе к 

[13—17]. 

0 ) 

(2) 
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неограниченной чувствительности, именно [7]: 

Fomin у ) т Й с о о у / 2 ( 2у /^ ) 1 / 2 . (3) 

Действительно, F0min-^0 при у/х-*0; у - 1 — время релаксации осцил-
лятора. Как мы убедимся в результате соответствующих расчетов, 
использование RC-датчика с нулевой эффективной температурой и 
последующей оптимальной фильтрацией дает результат, промежуточ-
ный между (2) и (3). 

Схема датчика представлена на рис. 1. 
Изменение емкости за счет смещения механического осциллято-

ра приводит к соответствующему току через сопротивление и возник-
новению на выходе цепи электрического напряжения б. 

Уравнения движения для операторов физических величин рассмат-
риваемой квантовой системы с учетом найквистовского квантового 
шумового напряжения ^(z1) на сопротивлении R имеют вид: 

dQ/dt = Р/т, 

dP/dt = — mcooQ + CV 2 /2 (d — Q) + f(t), (4) 

d (CV ) fd t = ( g ~ V)/R + n(t)/R. 
Здесь Q, P — канонические координаты и импульс для осциллятора; 
С — оператор емкости, определяемый соотношением 

С = C0d/(d—Q); V = $+щ 

f(t) — классическая внешняя сила. 
Линеаризация уравнений (1) по малым безразмерным парамет-

рам Q/d, б/6 дает линейную систему, которая с использованием мат-
ричных обозначений принимает вид 

dX/dt=AX +F(t). (5) 

Здесь — вектор-столбец искомых переменных О, Р, б\ 

/ 0 т-1 0 \ 
Л = I — mo)2 (1 — х) 0 C$!d\, 

\ 0 — g / m d — 1/т J 

to = RC0, x=Co<S2/mo)o2rf2 — безразмерный параметр электромеханиче-
ской связи. Эволюционная матрица А описывает как осцилляторную 
степень свободы совокупной системы, так и неполную чисто релакса-
ционную степень, отвечающую собственно 7?С-датчику; 

F(t) = l /(О 

вектор внешних по отношению к макросистеме сил. 
Решение уравнения (5) 

t 
X (t) = еА* X (0) + j F (т) dx (6) 

о 
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после упрощений с учетом условий то<С/, exp(X3/)<Cl, i А-зтго | — 1 при-
водится к виду: 

v (О = 2 Re {(112 ( f (т) dx + [(1 Q (0) + < 112 Р (0)] еМ} 11 }3 + 
о 

+ < 1 |з i 1 >3 j Л (т) dx/x0 + <31,1 3)з ( eWM ^ (т) dx/x0, (7) 
о о 

где [г>, < / | — правые и левые собственные векторы матрицы А, 
причем < / | i > = 6//. 

Таким образом, выходной сигнал имеет структуру 

v(t) = s (0 + 1о (0 + ii (0 + S (0- (8> 
Здесь s(t) — полезный сигнал, являющийся линейным откликом на 
классическую силу и описываемый первым интегралом в (7); |0(£) = 
= [<1 |i \ 3>3Q(0) + (1 |213)3 Р(0)] ехр (X^t)— собственный квантовый шум 
осциллятора, который из-за взаимодействия с датчиком име-
ет ненулевое затухание —ReA^ и частоту Im^i , не совпадающую в. 
точности ни с соо, ни с (o0V rl—X; ! i ( 0 — определяемый вторым ин-
тегралом в (7) нестационарный шум косвенного измерения, компен-
сирующий затухание собственных квантовых флуктуаций осциллято-
ра: он вносится датчиком взамен собственного шума осциллятора и 
имеет спектр такой же формы, как и — определяемый по-

следним интегралом в (7) широкополосный найквистовский шум дат-
чика, имеющий нулевую центральную частоту I m ^ ^ O и также про-
никающий в осцилляторную степень свободы. Спектр |S(i(D)|2 сигна-
ла s(t) и спектр (СО) установившегося шума I1 + I2 при 
изображены на рис. 2. 

Наличие провала в спектре N^+i^ связанное с эффектом дина-
мического демпфирования флуктуаций электрической степени свобо-
ды [15], может быть использовано для улучшения отношения сиг-
нал/шум лишь ценой потери величины сигнала и по этой причине да-
лее не обсуждается. 

3. Отношение сигнал/шум на выходе RC-датчика. Для анализа 
характеристик измерения силы согласно современной математической 
форме общей теории косвенных измерений [12] достаточно использо-
вать результаты прямого («безредукционного») квантового обобщения 
[8] классической теории фильтрации. Это связано с тем, что оценка 
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силы дается единственным соответствующим ей апостериорным кван-
товомеханическим оператором. Оптимальный алгоритм сводится к ли-
нейной фильтрации и определяется стандартными классическими 
формулами. Отношение сигнал/шум имеет такой же вид, как и в клас-
сической теории: 

Р = + f | S (ico) 6 l (со) + Щ 2 (со)] dm. (9) 
—оо 

При написании этого выражения в (8) отброшен нестационарный шум 
|о(0> т а к к а к время включения t0 силы f(t) предполагается таким, 
что |ReA,i,2|4^>l> т. е. после подсоединения датчика в момент ^ = 0 
устанавливается стационарное состояние системы. Поскольку Л/|,(со) 
имеет острый всплеск в окрестности частоты со = 1шА,ь это означает, 
что при оптимальной фильтрации соответствующий зашумленный уча-
сток спектра сигнала должен быть отброшен. Однако если длитель-
ность сигнала х такова, что [ Re Xi | T<d 1 (внесенное датчиком затуха-
ние мало), то ширина этого участка несущественна, и при расчете р 
в (9) можно просто положить iVg, — 0. 

Для силы f(t)=f0cos(.d0t при t0<t<t0+r и f(t)==Q при остальных 
t (прямоугольный цуг), поскольку ширина спектра S(iсо) порядка 1/т 
и значительно меньше Я з ~ 1 / ^ С 0 (RC0<^х), имеем 

оо 

p*2f lS( ia>)Pt to / JV u (<o 0 ) = g,/JV. 
о 

При этом в S(uо) мы должны исключить резонансную составляющую 
в окрестности co = Im^i . 

В результате получаем в предположении Дсот<1, 6т<С1 

« , - - 4 к м , | 1 ) , г 6 ' А ; ; ; ( г м - Д м 8 ) d o 

где Дсо = со0—со, 6 = | R e A i | . Соответственно при малых % и г]:=®оТо 
энергия сигнала в физических единицах равна 

W * = - ^ - Х Л fIx3%G)IrC0/1 2m, (11) 

а отношение сигнал/шум — 
1 FlxZ Г.4 _ «2 I 1 1 F! Т3 

Полученные результаты (11), (12) допускают возможность оптими-
зации по параметрам схемы — коэффициенту связи % и постоянной вре-
мени X® = RCQ. ДЛЯ получения оптимальных значений по порядку вели-
чины достаточно, не используя точного выражения для сигнала S ( m ) 
(или s (iZ1)), положить 1 и То равными по порядку величины максимально 
допустимым значениям, соответствующим Д с о т ~ 8 т — 1 , т. е. Хсо0т — 

%т/т0—1 и, соответственно, т] = (ооТо~1. В результате £ s o p t — 
~ / г о т 2 / 2 т , р — F l x 2 / m f i ( d 0 . Соответственно, полагая р ~ 1 , получаем в 
качестве оценки для минимально обнаружимой силы формулу (2) с 
п = 0, при этом 

<9sopf — П(Х>0, F o t n i n — ( ) ' • ^ ^ 
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4. Выводы. Учет квантового шума регистрирующей системы в ви-
де ^С-датчика ограничивает чувствительность схемы, изображенной 
на рис. 1, на уровне, задаваемом формулой (2) с п = О при использо-
вании той же последующей оптимальной процедуры, которая давала 
бесконечное разрешение в случае чистого одиночного осциллятора (см. 
(3)) . Принимая во внимание возможность существования возбужден-
ных состояний осциллятора с пфО (1), можно сформулировать сле-
дующее утверждение: чувствительность к обнаружению внешнего воз-
действия схемы рис. 1 лежит в интервале 

т ( ( л + " 2 " ) т Я о ) ° ) 1 / 2 ^Fmin ^ ~Т{"у"1^®0)1/2• 

Н а практике операция отбрасывания узкой части спектра (СО0±6эФФ) 
могла бы быть с требуемой точностью выполнена апостериорно при 
спектральном анализе приближенной записи функции v(t) на интер-
вале наблюдения Т^б^фф. Интересно, что для получения квантового 
предела (13) не потребовалось вводить дополнительные шумы усили-
теля, на вход которого подается v(t), так называемые шумы декван-
тования, диктуемые «теоремой Хефнера» [18].. Оптимальный режим в 
схеме рис. 1 автоматически отвечает условию превышения энергии 
сигнала над критическим квантовым порогом Ясоо/2, который обуслов-
лен вакуумным найквистовским шумом, имеющим широкий спектр и 
лерекрывающим в данной схеме всю полосу сигнала. 
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УДК 621.372.6:512.642:512.563.3 
ОСНОВНЫЕ ЗАКОНЫ АЛГЕБРЫ ПАРАЛЛЕЛЬНЫХ СОЕДИНЕНИЙ 
N-ПОЛЮСНИКОВ 

В. И. Шестаков 

(кафедра общей физики для физического факультета) 

§ 1. Вместо обычного термина «многополюсник» (МП), очевидно 
непригодного, когда число N полюсов МП мало, будем применять тер-
мин «N-полюсник» (Nn) . Бесполюсником или 0- полюсником будем 
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