
pV pc 
_JL c «0. + c v » _ o ; . . (10) A M = - L Im 

л ! ' • . 2' • 

6) Pq=0 — запрещенный, переход, » 
X v P = (eo — / to) Im Bv°P, (11) 

' ' • ' . . з 
Bvap _ £ {2cve + CaP + Cafi* (12) 

6=1 

2)' ha>80. ' . 4 i 
а) V ' 

I Г pY ра» 1 /-f 
, I —I (1.3) 

б) P 0 V=0 при всех у, v 

) ( H ) 
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УДК 531.5 
ПРОСТРАНСТВО СОСТОЯНИЙ ГРАВИТАЦИОННОГО! ПОЛЯ 
В ГАМИЛЬТОНОВОМ ПОДХОДЕ К ОБЩЕЙ ТЕОРИИ ОТНОСИТЕЛЬНОСТИ 

А. Е. Пухов 

(НИИЯФ) 

1.. Введение. В теории поля со связями необходимо рассматривать 
поля, медленно убывающие на бесконечности. Например, в электро-
динамике связь d i v f ^ p приводит к необходимости работать с полями,/ 
убывающими как |х |~ 2 . С другой стороны, если мы хотим рассматри-
вать полевую систему как гамильтонову теорию, необходимо, чтобы 
симплектическая форма (в электродинамике это Jd?xlbi Е (х) 62А (х) — 
— 62E(*)6iA(*)}) была конечна. Условие конечности симплектической 
формы налагает ограничения сверху на асимптотику полей. Кроме того, 
пространство достояний полевой системы должно быть инвариантно 
относительно пространственно-временных сдвигов и преобразований 
Лоренца, что также налагает ограничения на функциональное прост- , 
ранство, описывающее физические состояния полевой системы. i 

В данной рабрте для общей теории относительности (ОТО) с 
асимптотически плоской метрикой построено пространство состояний Г, 
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удовлетворяющее трем перечисленным! выше требованиям. С помощью 
симплектической формы будут построены генераторы группы Пуанкаре 
на Г. Наш подход к решению этой задачи ф л я е т с я дальнейшим раз-
витием подхода Редже и Тетельбойма [1]. В работе всюду считается, 
что поля материи отсутствуют. Соответствующее обобщение не вызы-
вает затруднений. 

2. Определение пространства состояний. При анализе гамильто-
новой структуры ОТО удобно работать с формализмом (3 + ^ - р а з л о -
жения [2], параметризуя метрический тензор С^ с сигнатурой (— '+,+ + ) 
следующим образом: 

Goo^NiNi-m, G^^Gio—Ni, Gt3=gii:- (1) 

Здесь и ниже латинские буквы используются для обозначения индек-
сов трехмерных тензорных структур 1на гиперповерхности 2*={х0=2}, 
Ма ( х ) — индуцированная метрика на 2<. Пусть R(x) и (...)/k — скаляр-
ная кривизна и ковариантное дифференцирование, связанные с метри-
к о й ^ - , g .= del{gij}- Тогда действие ОТО запишется в виде [2] 

3 = f d i f d * x № g i j ( N 1 + N 4 i ) } , (2) 
где 

/ ; = R + [ ± (n'igtif ~ я ' Ч / j , 

5 с точностью до поверхностных членов совпадает с 

5 j" d*x *R (Tvt) det1/2G, 1 

если положить 

Г?/ = N - x g - l l 2 ^ u - i M ^ ) g a V k l ) , 
Г4® рО pi -pi 

a loo, L iO, A /0» 1 ik 
ИСКЛЮЧИТЬ с помощью условий связи 

(ЗцосГ̂ т. + буаГц-с = Guv.T ( т -О)-

Варьируя S, получим уравнения движения [2] 

^Г// = + + 1 /2 (Jt// — / 2 ) (3) 
л'' = gW-'N J g£''R — R1'1 + -у {n.£>nklgkl — 2 n i k n ^ — -y g£i IJ + 

+ g1/2N/k/t (gk£gli — gligkl) + g1 / 2 (NWg-l,2)fl-N)knk>' — N}knk£. (4) 
Уравнения (3), (4) описывают изменение величин при 
переходе от гиперповерхности 2 * к близкой гиперповерхности %t+dt. • 
При этом, как следует из (1), точка ht+dt с координатами xi получает-
ся из точки Sf с теми же координатами сдвигом на вектор Nl{x)dt 
вдоль 2 г, а затем смещением, ортогональным 2*, на величину N(x)dt; 
N*(x), N(x) — множители Лагранжа, . их зависимость от времени t про-
извольна. Варьирование 5 но N1 и N дает условия связи 1=0, Ji = Q. 
Известно, что других связей в ОТО не возникает. 

Итак, точка | фазового пространства ОТО задается набором функ-
ций GN(Я) , .N I }(А:), а симплектическ'ая форма, как следует из (2), 
имеет вид: ' • 

< 6 l b 6 2 l > = J d 4 { 6 m » 8 2 g i j — б&Щ&ц}. • • (5) 
' • : -
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Цель нашей работы— подобрать подходящее пространство функ-
ций для описания полевых переменных л;" и ga- Для -этого построим 
пространство Ф а ( а > 0 ) : f 

= s u p { | D 7 [ ( l r f | л: !«+")}< ос). ' - г X . • у' 

При а > 0 это счетно-нормированное пространство с набором согласо-. 
ванных норм I f \\n — sup { | Dnf | (1 +1 х («Н-")}. Введем также пространств^ 

X 
ва ф+,ф®: 

ф « = { / < = ф а , [ / ( * ) 3 = / ( - л г ) ] е = ф а ' , а ' > а } , (6) 

на которых может быть введена топология индуктивного предела 
счетно-нормированных пространств. 

В качестве фазового пространства ОТО в данной работе предла-
гается рассматривать 

г = {gii (*)., п>' ( х ) 1 (g'ii — ^ Ф+» ni- е Ф-}-

Отметим, что (6) налагает ограничение не только на четырехмерную 
геометрию, но и на систему координат, в которой эта геометрия рас-
сматривается. 

Легко проверяется, что уравнения движения (3), (4) не выведут 
нас за рамки пространства Г, если 

N ^ a i X i + a + f t , • ' (7) 

Ni = bi + $nxi + fl iy
 ! (8) 

где N е N; е Р)./ = — Отсюда следует; что прост-
ранство инвариантно относительно действия группы- Пуанкаре по край-
ней мере в инфинитезимальной форме. Кроме того, легко убедиться, 
что симплектическая форма корректно определена на пространстве Г: 
интеграл в (5) Сходится в несобственном смысле. Переход от простран-
ства Ф а к Ф+ и ф _ был сделан именно с целью обеспечить сходи-
мость симплектической формы. 

3. О разрешимости связей в пространстве Г. Нам осталось пока-
зать, что в пространстве Г существуют решения уравнений связи ОТО. 
Именно с целью добиться этого мы включили в Г медленно убываю-
щие функции. К сожалению, мы будем вынуждены ограничиться ана-
лизом в рамках теории возмущений по отклонению метрики от плор-
кой, т. е. докажем существование решений уравнений связи в видеч 
формального степенного ряда: 

= (9) 

пп-(х),^Хл?1
) + ~ . . . , ' (10) 

где ' 

Подставляя в уравнение связи 1 = 0, /г = 0 разложения (9), (10), 
получим набор уравнений * 

- - , \ (1.1) 

; = - (12) 
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в которых B(k} зависят лишь от j H . n ' f с т < п . При этом 
Л<Л 'еФ4, в £ п ) е ф 4 , если входящие b них g/"\ я*/0 принадлежат Г. 
Запятая означает производную, а по повторяющимся индексам подра-
зумевается суммирование. ; 

Решение уравнении (11), (12) мож!но записать в виде 

Л ' + (13) 
= ( Л - ^ ) . / + (Л-1^). i - А'1 ((Д"1^). на) -(H) 

Здесь 0 / f и i i f — произвольные симметричные тензоры, удовлетво-
ряющие условиям dif е= ф 1 , Of = 0, §$i='0. То, что i 
(13) и (14) определяют gty е Ф+ и е ф!> есть очевидное следст-
вие следующих утверждений. ' 

Л е м м а 1. Пусть /<=Ф4. Тогда А - 1 / ^ Ф+. 
Л е м м а 2. Пусть / е Ф а ( Ф + Ф _ ) , где 0 < а < 3 . Тогда А " 1 ( Ы ^ 

е ф « (Ф+ или ФИ' соответственно). | * 
Доказательство леммы 1. Для / е Ф 4 нужно получить оценки 

; - <15> 1^Т^Т^И'^ 0 + Ш ) / + 1 

const (16) 

Ci 

4л J J \ \x—y\ \x+y | 
где 6 > 0 . Для этого разобьем области интегрирования на три части, 
как показано на рисунке. Используя неравенство | Efif (у) | < 

для интеграла (15) по областям и $2 получим 
ч 

( 1 + | у | ) 1+4 

СI < const 

(1/2) I {/I 

\г/2 
- N, 

Г/ 

t 

1 
4зт 

d3x 
I X—y\ •P

lf(x) 

< max, | Dlf (y) | — Г 
V€Qt i 4я J 1-Х. ш у \ 

const 

( l + l y D V 2 ' 

Д л я оценки оставшегося интеграла по Q3 
воспользуемся интегрированием по частям: 

+ ( - 1 ) 1 

4ах I 
Q. 

f - ^ T Щ{х) = [ (.. .)d'S + 4я J I' х —у | J 
Q, дйг 

D1 •f{x)d\x. 

Для поверхностного интеграла очевидна оценка 

.30» 
Второй член также легко оценивается: 

Следовательно, Д - ^ е Ф 1 . 

< ш а х 
. а» 

const 

\у\-1-



> Доказательство (16). проводится точно так же. Только при оценке 
интеграла по области йз следует воспользоваться неравенством 

D< ( — 1 L _ \ 
\\х-УI + / 

< L bi\y\ 
m ' n ( I x ~~ y\> + }Z+a 

и получить 

— IС Dll 1 — 1 ) f(x)d3x\< 
4я, | J \ \ x - y \ \x + y | Г .. I. 

M f I V I f / v \ z#3v.<-< — ^ ГI x\f (*) d3x < c o n s t — ,. . 
| _L f'+2 J ' I y\l+i 

I 2 y\ / 

Следовательно, А~Ц(x) — Д - 1 / ( — x ) е ф ' + г при <S<1. Поэтому / е ф ^ . . 
JJeMMa доказана. > 

Доказательство леммы 2 проводится точно так ж$. 
Итак, мы доказали, что в рамках теории возмущений по отклоне-

нию метрики gtj.OT плоской уравнения связи, ОТО имеют решения в 
пространстве Г. 

4. Общий вид допустимых преобразований гиперповерхности. 
В этом параграфе мы покажем, что если уравнения движения (3), (4) 
не выводят точки из пространства Г, то функции сдвига N* и N имеют 
вид (7), (8). Доказательство будет проведено в рамках формального 
разложения (9), (10). Подставляя в уравнения (3), (4) разложения 
(9), (10) и N=NW+XNW+>X2NW+ ..., A f i = J V j ( 0 ) + . W ) + . . , а' затем' при-
равнивая члены при одинакбвьщ степенях получим 

• _ ' N t j + N f l = f f f , ' (17) 

; (18) 

Здесь fl? и Ф<? зависят лишь от , N f ~ x \ N[m~l) с номерами т< п. 
При этом Ф ^ е . ф ! , если (g{[-\ n f t ) е Г , a N{m~l), имеют 
вид (7), (8). Из уравнений (17), (18) получаем 

д М я ) = - е ф 1 ' • (19> 

= • .(20) 

Л е м м а За Уравнение AN =хеФ~ имеет решение N ^ 
Доказательство. По лемие 2 так как ' М,-^ — 

— Mik,j=0, Р£(х) = j* Mifdx1 не зависит от выбора контура интег-
, С00.*! ' 

рирования. 1 

Очевидно, ' • В . свою, очередь; P i j — P j , i=Ma — 
- r -Mj i= 0 и, следовательно, Pi может быть проинтегрировано. Построим' 
функции ' 

= J ( P A x ) ~ P A ~ x ) ) d x t , 
[оо,*] , 

N- (х) = ~ j (Р, (х) + Р, ( - X)) dxK 



Так как Pi{x) — Pj(—х)<=Ф1+* у где <§>0, то . Так как Р{ЕЕФ1, 
ТО / •• ! ' . 

= f Р!(х)йх<\<тр^\х\.\Р;(х)\< const 
I Z J I xi I 

\ . ' . f—*,*] 
и AL(л:) ЕФ° . Таким образом, N = N+ - | - j V _ e ф°_. Очевидно, N — ре-
шение уравнения АЫ=Ы,^ = Р ^ = М и ^ А - 1 х , ц = % . Лемма доказана. 

Из леммы следует, что общее полиномиально ограниченное реше-
ние уравнений (19),-(20) имеет .вид (7), (8): 

N = aixi-)-a + fi, 

Ni = $ijXi + bi + ftu 

где N, N] е ф°_. Подставляя N{ в уравнение (17), получим $ц = — 
Итак, мы показали, что общее движение гиперповерхности не 

нарушающее асимптотических условий (6), задается функциями сдви-
га N и Ni вида (7), (8) . ' : 1 

5. Генераторы сдвигов гиперповерхности. Каждое преобразование 
пространства, сохраняющее симилектическую форму, порождается 
функцией на этом пространстве. НайДем генераторы 4лг,лР(£), порож-
дающие - (3), (4*). Гамильтоновы уравнения движения записы-
ваются через симплектическую форму следующим образом: 

(Ы, и ъ т = Ь А м , ы ( 1 ) , (21) 

где — произвольная вариация на Г, а б A n >N— йзменение AN,N при 
этой вариации. В пространстве Г левая часть (21) корректно опреде-
лена, что позволяет определить AN ^ ic точностью до аддитивной кон-
станты: • / ' 1 

AN,N (g'ih *kl) = J d*x { ~ Ё1/2 LNI (ЁА> *kl) + NiJi (Sa, *hl)] + 

+ [N (gik.i - gu,k — N,i (g£k-6ik) +N,k (g;r- 3) + 2Ninl'fc]>k}- (22) 
Дивергенция в (22) обеспечивает сходимость интеграла для (gn, пм) ЕЕ ' 
е Г , а также равенство [1] 

6AN ,n = J [«"(*)«&/(*)' + bkl (х) Ья« (х)] d»x, (23) 

где аИ(х) и bki{x) — функции ga, пы, jiV, Nt a ( 6 g i j , 8 n k l ) — произволь-
ная вариация на Г. 

Для быстроубывающих бя дивергенция в (22) несущественна 
и; гамильтоново уравнение (21) будет справедливо, так как 
получено варьированием £ = f d t f d ^ i d 1 } g i j . — по быстро-
убывающим функциям. Справедливость (21) для любой вариации 
становится очевидной, если сравнить (23) с выражением для симплек-
тической формы (5). Таким образом, (22) в самом деле являет-
ся генератором преобразования (3), (4). 

Если N, Л ' е Ф 0 , то ANjj = 0 на связях 1—0, Ji — О и, следователь-
но, генерирует калибровочные преобразования, не изменяющие физи-
ческих состояний [3]. Полагая Н == Л = 
= Lk = AN=xk,N=o> получим генераторы группы Пуанкаре. 
На связях 1 — 0, Ji = 0 эти генераторы задаются конечными поверхност-
ными интегралами. .-



, • Как следует из предыдущего параграфа, любое движение трех-
мерной гиперповерхности И ^ сохраняющее асимптотические условия 
(6), сводится либо к физически несущественному калибровочному пре-
образованию, либо кПуанкаре-преобразованию. 

6. Заключение. Изложенный в работе аппарат можёт быть приме-
нен к любой теории поля со связями. Прщ этом для того чтобы симп-
лектическая форма была конечной, необходимо налагать разные асимп-
тотические условия на Четную и нечетную части полевых переменных. 
Например, в электродинамике Е ( х ) А ( х ) ~\х\~1 и для построе-
ния гамильтонова формализма нужно наложить дополнительные of pa-
ничения на асимптотику: 

Эти ограничения совместимы с требованием пуанкаре-инвариацтности 
электродинамики и необходимы также для конечности полного момен-
та-количества движения. , 
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ВКЛАД СЛАБОГО ВЗАИМОДЕЙСТВИЯ В СВЕРХТОНКОЕ 
РАСЩЕПЛЕНИЕ УРОВНЕЙ ВОДОРОДОПОДОБНЫХ АТОМОВ 

В.' В. Старшенко, Р. Н. Фаустов 

(кафедра квантовой статистики и теории поля) . 

Стандартная модель электрослабых взаимодействий Вайнберга— 
Салама йредсказывает существование нейтральных слабых токов и 
нейтрального векторного бозона. 

Ввиду этого при рассмотрении связанного состояния двух заря-
женных частиц необходимо, вообще говоря, учитывать не только элект-
ромагнитное, но и слабое взаимодействие. Вклад слабого взаимодей-
ствуя при этом будет весьма мал, однако в ряде случаев учет его не-
обходим. В первую очередь это касается эффектов несохранения 
четности в атомных системах. Подобные эффекты наблюдались экспе-
риментально — речь идет об экспериментах по измерению вращения 
плоскости поляризации" света в парах тяжелых металлов, [1]. Так как 
электромагнитное взаимодействие сохраняет четность, в этом случае 
можно непосредственно наблюдать вклад Р-йечетного слабого взаимо-
действия электронов с нуклонами. 

Что же касается Р-четного слабого взаимодействия, то Оно вызы-
вает лишь небольшой сдвиг уровней энергии атома. Учет его может 
оказаться необходимым лишь в . тех задачах, где можно добиться вы-
сокой точности расчетов на основе квантовой электродинамики (КЭД). 
Естественно, экспериментальные данные также должны иметь малую 
погрешность. Именно в этих случаях для согласования теоретических 

|Е(х) - Е(—х) | ~ \А(х) + А(-х) | ~ |*|-1-* 
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