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РАСПРЕДЕЛЕНИЕ РЕСУРСА ВРЕМЕНИ ИЗМЕРЕНИЙ 
В ЭКСПЕРИМЕНТЕ 

Ю. П. Пытьев, П. В. Голубцов 

(кафедра математики) 

§ 1. Введение. В современных экспериментальных исследованиях 
прецизионные измерения'связаны с большими затратами времени. Од-
нако известно, что невозможно достигнуть любой наперед заданной 
точности путем неопределенно долгого проведения измерений, посколь-
ку в конечном счете начинают играть роль нестабильности, связанные 
с медленным дрейфом параметров оборудования, с разрушением объ-
екта измерения и т. п. В связи с этим возникает задача оптимального 
планирования цикла измерений при, условии, что общее время измере-
ний ограничено заданной величиной. 

В работе развиты методы, оптимального планирования цикла из-
мерений, обобщающие результаты [1] и позволяющие в ряде случаев, 
значительно повысить точность измерений. 

Рассмотрим, схему измерения вектора содержащую серий 
l i = A i f + V h / = 0,...,ОТ, ; (1) 

где gj — результат измерения вектора Ajf, А^ — линейный 
Оператор, Vj — случайный вектор, определяющий погрешность /-го из-
мерения, £Vj = 0; Ajf, Будем считать, что j-e измерение про-
водится в течение времени тj независимо от остальных измерений, и 
погрешность характеризуется корреляционным оператором 2j/t j , 

— 2,-х = Evj (х, vj), х GE Mj, j = 0 , ... , m. 
xi 

Задача планирования измерений (1) состоит в определении такой 
стратегии измерений %= (ть ... ,тт), чтобы оптимальная оценка вектора 
/, найденная на основе (Ч), обладала максимальной точностью .при 
условии Ti+ . . .+T m =l , Ti>0, . . , т т >0, В данном случае, в отличие от 
работы [1], считается, что время то измерения фиксировано: то=1. 

Перепишем (1) в виде 
m ' 

t=Af+v, | ё ф m^m, f^m, m 
/=т0' , - . . . 

где I - Y Л . = / : °'Y v [ \ и Ev = 0, Ev (x, v) = Ъх, x e Ш» T-
\U _ \AJ_ \ v j 

2 = diag(20, t j . . . , TOT'Sm) — корреляционный оператор v, 2 e Ш - + М ) . 
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§ 2. Задачи линейного оценивания [2]. Пусть требуется оценить 
вектор Uf на основании схемы (2); (Ж-^Щ — заданный линейный 
оператор. 

Т е о р е м а 1 [2]. Условие U<=£>a = {Uee(&-+<U) , U{I — A~A) = 
= 0} необходимо и достаточно для существования оценки ^ вектора 
Uf, такой, что для любого / е , 

ЕIЯБ •- U f t = inf{Е-J R'l - Uf\f | R'eE(<%~+U), E Ш - U f ) = 0}. (3) 

Если корреляционный оператор 2 невырожден, то 

R = U{A*?TXA)- А*?Г\ 

E \ R l — U f f = T T U ( A \ 2 T l A r i r , - . ' (4) 
причем R — единственное решение задачи (3), А 

Величину E\\Rl — Uf ||2 назовем шумом оценки s=s Uf вектора U f , f = 
=• (А^-'АГ A*^~xAf + (А*2~1АГ Л*2ГЧ. 

Если — случайный вектор с заданным корреляционным опе-
ратором Fx = E f ( x , ' f ) , то справедлива 

Т е о р е м а 2 [2]. Пусть операторы 2 и F невырождены. Тогда, для 
всякого U^ffi-t-cU) существует оценка вектора Uf, удовлетворяю-
щая'условию 

причем 

R -= U (A*2~lА ~ F~l) А*1Г1, 

Е || Rl - U f f = Тг U (Л*2_1Л + F~l )~l U\ А (5) 
§ 3. Постановка задачи планирования измерений. Согласно (4) 

выражение для шума в задаче (2) имеет вид 
E № - U f r = l T U V - \ x ) U * = U ( T ) , т = (r I t . . . , т т ) , (6) 

где 
т , 

F,(r) =• Л'Г"1(т) А = £ т;Уу + К0) V/ = A ] 2 T x A 1 ^ W - * m -

Сформулируем задачу оптимизации измерения в следующей поста-
новке: требуется определить стратегию измерения х°= (ti°, ...,хт°), для 
которой 

т 
inf {и (т) | т see SO — и , = •- {т, X, > 0, / = 1, . . . , т , £ Ту. = 1}. (7) 

/ - 1 
т 

Пусть (50 = |т, Ту > 0, / = 1, . . . , т , £ Ту = 11. Если оператор V (т) 
/-- 1 

в (6) невырожден при некотором т = 1 ; е ( Г ) , то он невырожден и при 
любом т е Кроме того, «(т) —выпуклая и, следовательно, непре-
рывная функция на . 

Будем считать и(%) доопределенной на границе (0~) предельными 
значениями, возможно, равными -(-00- Тогда задача (7) будет выпук-
лой и разрешимой ,[3]. 

Обозначим 2Г]{Л") —подмножество элементов т е ^ " , у которых 
т у > 0 для / е ^ ' с Л " = { 1 , ..., т } и т/ = 0 д л я / = Л ° \ Я" , и щ { т ) -
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= Tr UV~l (т) VjV~l (T) U*, j — 0,..., т. Согласно (6) 
u(x) =u'(T)+U0(T), (8) 

m 
где м'(т) = -СуыДт). ' 

./=i • i 
Л е м м а 1. ( 
1. Функции u'(x), u(т) И у (T) =max{Mj (т) | достигают мини-

мума на одном и том же подмножестве %Г, причем min^ (т) | т е 
е Г } = т ю { а ' ( т ) |Т<ЕЕ^~}, = « ' ( Т Н У О Г ) } . . 

2. <57*, П ^Г совпадает с множеством тех т е ^ " ^ ' ) , для которых 
т-2Тг (УГ,- (т)'£Г = £/' (т), /ЕЕ Л®', щ (т) < и' (т), где W} (т) = 
= дР"1 ( т ) / а т ^ ^ W - 1 (т) F/.y-1 (т) для X; > 0, / = 1, . . . , т. 

3. Если dim 31 ••-• dim <5̂ , то 
/ 2 0 ^ о 4 

F - 1 (г) = Л - 1 2 (г) Л*"1"1 = Л - 1 j 

А 0 

= Л-^ /Л*- 1 = (9) 
где 

В этом случае (Л®+), где {/ GE Л", TrUW}U* > 0 } , при-
чем У * содержит единственную стратегию т0: 

х) = (.Тг UWjU*)l'y £ (TrUWtlT) 

/ EE т° = 0, / е и min {и (т) | т е ^ } = 

- ( £ (Тг£/Г ,-£/*)!/2)2 -1- Tr UW0U*. 
/&*%. . -. 

Доказательство леммы аналогично приведенному в [1]. А 
Согласно (8),' (9) и0(х) =и 0=const . Рассмотрим, как изменится 

шум и'(т) в результате оптимизации измерения. Определим эффектив-
ность планирования: е = и'(т)/и'(т°) — 1, тогда 

т т т. •г̂ЕМтЕМ'ШтЕ̂Г-: • (10) 
/=1 /=i /--1 . 

где (Trf/W^f/*)1 '2, / = 1 , . . . , т , т° — оптимальная стратегия, х = 
= {l/m, ..., 1 / т ) . Эффективность е определена как относительное подав-
ление шума при переходе от стратегии f к оптимальной стратегии т° и 
характеризуется относительным разбросом чисел А,ь..., Хщ. Выражение 
(10) можно истолковать как дробь (дисперсия Я)/(квадрат среднего 
X), где X принимает значения %и Согласно (10) выигрыш от оп-
тимизации тем больше, чем больше относительный разброс чисел 

Хт- .. 
. 4 8 

И W F (Т) -



В качестве примера рассмотрим эксперимент, состоящий в изме-
рении потока рассеянных частиц при различных углах рассеяния. При 
этом погрешность измерения будет определяться фоном и статистиче-
ской ошибкой, которая пропорциональна интенсивности рассеяния в 
данном направлении и, как правило, приближенно известна. Рисунок 
иллюстрирует повышение экспериментальной точности в результате 
оптимизации измерений. 

Количество частиц, рассеянных в'/'-м направлении ( /=1, ..., 500). Исходный 
сигнал (а). Результат измерения с равномерным распределением времени; 
шум оценки 5013 (б).« Результат измерения с перераспределением времени 
согласно оптимальной стратегии; шум оценки 1013 (в). Шум снижен в 

• 4,95 раза 

Результат, приведенный в утверждении 3 леммы 1, можно исполь-
зовать и в случае dim ='<7 > dim <52 = п. Для этого, как и в [1], рас-
смотрим схему , 

Е = (Д Л') ( р ) + v; Я ' ) , 

в которой добавлены фиктивные переменные f ^&l', dim Ж = dim — 
— dim<$! и оператор А' ^ ( Ж ^ - М ) выбран так, чтобы оператор 
(А, А') е (3? ф Ш ' - ^ Л ) был невырожден. Тогда согласно теореме 1 

для оператора Z = \U, 0) е { 3 t ф Ж^у-U) существует единственная 
оценка 

z(?,y=u7=Uf+(U,0)(A,ATlv. (П) 

Л е м м а 2 [1]. Пусть ^ 0 = { Л ' € Е J C ( A ' ) ={0} и Uf — оцен-
ка Uf, найденная из (2), Uf — оценка (11) (зависящая от А'). Тогда 
для всякого оператора 

inf о t/ (7— /> ||2 ^ 
= mm{E\\U(f-f)f\A'^a0}=E\\U(f-f}f, (12) 

причем минимум в (12) достигается на некотором A f ^A 0 , не завися-
щем от U и удовлетворяющем условию , 

= А (13) 
В работе [1] показано, что .тт{м(т) \ % ^ Т } = т т { и * (Л') 0), 

где,и* {А') = пип{и(т, А') | т е ^ } и и(х, А') —шум оценки uf (см. .цем-
му 2). На основании этого можно получить оценку эффективности1 е в 
рассматриваемом случае d im32>dim#. Из (13) и леммы 1 следует 

т 

4 ВМУ, В* 6, ф***мя, астрономия 



_ m 
(И) 

7=I 

где Я,-=Тг t/V - 1 (т) ^ V - 1 (f)'^*, j = 0, ...,m. Если серия, на которую пла-
нирование не распространяется, отсутствует, то А0 = 0 и Ар = 0. Тогда иа 
(14) получаем для эффективности планирования 

m m ^И/ЬНМ]-1- (15> 
/=i /=i 

Если dim dim то в (15) имеет место равенство. 
Аналогично теореме 3 [1] можно доказать следующую теорему. 
Т е о р е м а 3. Пусть dim 52> dim 52. Тогда всякая оптимальная 

стратегия измерения для оценки вектора Uf дается равенством 
о т 0 

т ? - » ^ / 2 | | 2 / £ | | К 5 У 2 | | 2 , / = 1, . . . 
i = = l 

О 
где оператор Y является решением выпуклой задачи: 

т 
m i n { [ £ ||У5;/2||2]2 + | | y s j / 2 g | У е КЛ = I/} = 

/=1 

§ 4. Модель с априорной информацией. В модели измерений с 
априорной информацией дополнительно известно, что / е52 — случай-
ный вектор с корреляционным оператором (52->-52), (-ЕД*, f)=Fx„ 
х^Ж). В этом случае шум оценки Uf определяется выражением (8), 
что иначе можно записать в виде 

где Л е {,%-»-М) и 1 е {М-^Ш) выбираются так, чтобы !Л = F 
Это, очевидно, можно сделать различными способами. Например, 

2 = F . 
Отсюда видно, ?то выражение для шума получается таким же, как 

в схеме 
%= Af + v, l j = Ajf + vy, / = 1, . . . , m, 

в которой время перераспределяется между последними^ сериями. 
Таким образом, формально задача сводится к исследованной выше. 
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