
линейной оптике. Ч. 2. JI., 1978, с: 158. [6] С у х о р у к о в а А. К. и др. Изв. АН 
СССР, сер. фйз., 1981, 45, № 8, с. 1562. [7] В о л о с о в В. Д. ЖТФ, 1968, 38, № К), 
с. 1769. [8] В о л о с о в В. Д., К а л и н ц ё в А. Г. Квант, электроника, 1976, 3, № 4, 
с. 798. 

Поступила в редакцию 
12.11.82 

ВЕСТН. МОСК.. УН-ТА. СЕР. 3. ФИЗИКА. АСТРОНОМИЯ, 1983, Т. 24, № 5 

УДК 539.17.01 

ОБ ОСОБЕННОСТЯХ ТЕОРИИ РАССЕЯНИЯ ДВУХ КВАНТОВЫХ ЧАСТИЦ 
НА ТРЕТЬЕЙ ТЯЖЕЛОЙ ЧАСТИЦЕ 

А. М. Попова, Ю. В. Попов : 
(НИИЯФ) 

§ 1. Введение.. Как известно, многие атомные явления, ядерные ре-
акции с тяжелыми ионами, а также реакции взаимодействия кванто-
вых частиц с твердым телом можно рассматривать как задачи трех 
тел в предположении, что масса одной из частиц бесконечно большая. 
Казалось бы, для теоретического описания указанных процессов мож-
но воспользоваться интегральными уравнениями Фаддеева, записанны-
ми-для случая трех частиц конечной массы, выполнив в этих уравне-
ниях предельный переход к бесконечному пределу по массе одной из 
частиц. Однако, как показано в работах [1, 2], такие предельные урав-
нения теряют свойства исходной фредгольмовской системы уравнений 
задачи трех тел. Для численного решения с помощью известных мето-
дов предельные уравнения необходимо перестроить и свести их к урав-
нениям задачи двух частиц во внешнем поле. 

Пояснить этот результат можно тем, чтоJпредельный переход от 
задачи трех тел конечной массы к. задаче, в которой одна частица ста-
новится бесконечно тяжелой, является не непрерывным. 

Во-первых, частица, масса которой стремится к бесконечности, в 
пределе перестает быть квантовой. Это проявляется в том, что, напри-
мер, в методе вторичного квантования операторы рождения и уничто-
жения такой частицы превращаются в с-числа. 

Во-вторых, при переходе к бесконечному пределу по массе одной 
из частиц в задаче трех тел появляется выделенная система коорди-
нат. В результате этого теряется имеющаяся в задаче; трех тел с ко-
нечными массами инвариантность трех эквивалентных систем коорди-
нат и, кроме того, перестает выполняться закон сохранения импульса. 

В-третьих, уравнения Фаддеева после предельного перехода по 
массе одной из частиц становятся сингулярно-возмущенными уравне-
ниями и, как показано в работе [3], могут иметь решения, не удовле-
творяющие заданным граничным условиям. Заметим, что к аналогич-
ным по характеру сйнгулярностей следует отнести уравнения Фадде-
ева, записанные для случая кулоновского взаимодействия между ча-
стицами. 

Однако, как будет показано ниже, уравнения Фаддеева для рас-
сеяния двух легких частиц на третьей бесконечно тяжелой частице мо-
гут быть перестроены и сведены к численно решаемым уравнениям за-
дачи двух тел во внешнем поле. 

§ 2. Вид сйнгулярностей в уравнениях Фаддеева для случая рас-
сеяния двух частиц на бесконечно тяжелой частице. Рассмотрим зада-
чу о рассеянии трех частиц, одна из которых имеет бесконечно боль-
шую массу. Гамильтониан такой трехчастнчной задачи запишем в им-
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пульсном представлении, выбрав за независимые переменные импульсы 
pi и P2 легких частиц 1 и 2 относительно третьей бесконечно тяжелой 
частицы в системе V-координат: 

Н (Pi, р2) = (Рх, Pa) + 'Via (pi) + V23 (pa) + V12 (p± — p2), 

#o(Pi> P2) = pi/2/и! + pl/2m2 + (pip2)Mf8-
Здесь m b m2 и М3 — массы частиц 1,2,3, Уц — потенциалы взаимодей-
ствия между частицами (в дальнейшем 1^3= Vb У2 3=1/2). 

Для определения оператора рассеяния T(z) такой системы 
имеется уравнение Липпмана — Швингера: 

Т (z) (Vl + Vt + V12) + (У/+ V2 -r V12) Gq (z) T (z), (1) 

где G0(z)=(z— H0)~l, z = E + iO—полная энергия. 
Решение интегрального уравнения для соответствующего матрич-

ного элемента оператора рассеяния ^(р!, р2; р / , р2'; z) содержит ам-
плитуды несвязанных процессов. Здесь (р/ , р2'; z) й (р^ р2; z) —им-
пульсы частиц и полная энергия соответственно в конечном и началь-
ном состояниях. ' 

Перестройка уравнения (1) в систему уравнений, предложенная в-
работе [4], позволяет выделить в виде свободных членов системы урав-
нений амплитуды трех несвязанных процессов: tx{ рь р/; z—р2

2/ 
/2т 2 )б(р 2 — р/)—амплитуду рассеяния частицы 1 на тяжелой части-
це 3; t% (р2, Р ;̂ z — р\12тл)Ь(р1— р|)— амплитуду рассеяния частицы 2 
на тяжелой частице 3 и t12 (рх — р2; р| — р2; z12) б (р^ f - р2 — pj — р'2) — 

амплитуду рассеяния частицы 1 на частице 2. 
Однако в случае М,3->оо имеется еще один несвязанный процесс,; 

отвечающий одновременному независимому рассеянию частиц 1 и 2 на 
бесконечно тяжелой частице 3. Амплитуда рассеяния такого процесса 
на поверхности энергии имеет вид 

— 2^/6 — £-0 <Pl 15 I p'l) <р21Г2 (Я — 1 Р2>, (2> 
где Е\ — энергия частицы 1. 

' Покажем, что решение системы уравнений в [4] при М3->оо дей-
ствительно содержит сингулярную функцию вида (2). Для этого рас-
смотрим частный случай Fi2 = 0. В этом предположении интегральные-
уравнения задачи трех тел, полученные в [4], при М3->оо приводятся! 
к виду 

Тг (Pi, р2; Р'р Р2; *)'•= (2я)3 б (р2 — р;) tx (Pi, р[; z — р\12т2) + 

f h (Pi. p'|; z — pl/2m2) Г2 (p[, pa; pj, p'2; z) 
+ 1 7 —> W J (2я)8 2 — РЛ /2Шг — p|/2m2 

т2 (ръ р2; р;, р'2; г) = (2я)3 б (рх — р[) t2 (р2, pj; 2 — p\l2mx) + 

d3p2 h (pz, p'2; z — Pi/2mx) Тг (Pi, P2; Pi, p2; z) J (2я)8 2 p\/2m1 —i>* /2m2 

Предположим, что энергия и импульсы частиц в конечном состоя-
нии связаны соотношением /2 ,г 

_ Р 1 Pi , :п +- Ш. 
2mi 2 m2 
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Имея в виду, что сумма амплитуд 7 Y + T 2 на поверхности энергии дол-
жна быть сингулярной функцией, предположим, что 

Тг (Pi, р2; р;, р;; г) = (2л)3 б (р2 — р'2) 1г (р1? р;; г — ру2т2) + 

^ • i ( p i . p » ; p i » p i z ) ... 
+ Ji : "Г (4) 

(р 2 /2от2 —• p|/2m2 +1*0 

т% (Pi, р2; р;, р2; г) = (2 л)3 б (p i -pj ) t2 (р2, р2, z - р\12щ) + 

«^(pi.paip'pp^z) + 
(Pi /2mi — pf/2mi + Ю) 

Подставляя (4) в (3), получим для 0~i и ST2 систему интегральных 
уравнений вида 

& 1 (Pi, Р2; Р[> Р2; г) = tx (Pi, Рр z — py2m2)t2 (р2, р2; pj2т2 + Ю) + 

2 " tPt), 
+ ( p ; / 2 m 2 - p 2 / 2 m 2 ) J - ^ х 

X (Pi> Р"у г — p|/2m2) ?Гъ(pj- Рг> р|, Р2". 

(z — PjS/2mi — p|/2m2) ( р^2пн — р\ /2/Лх + Ю) 

'tra (Pi. ра; Рр Р2; z) (р2, р2; z — p2/2mx) fx (рь р|; р'/Ъщ + Ю) -f 

+ (pj2m1~py2m1) 

fc(Рг. p2; z — Pi/2/nj) 2Гх (Pi> p2; Pi . p2; z) 

- (Z — p2/2m2 — р \ / 2 т { ) {р'2/2гщ — р2/2та + Ю) 

Если теперь воспользуемся известный соотношением [4]' 
f(p,p,; z)^-^(p,p/;z0 f j v t (р, р"; z) f (pg, p'; г') 

(5) 

f (2л)3 (z — p/2fi)(z' — p/2[x) 
то можно показать, что 

^"г (Pi, p2; pjp2; z) = ST2 (pi, p2; pj, pg-, z) = 

= (pi, Pi; Pj2m1 + Ю) t2 (p2. p;; p'*/2m% + tO). (6) 
\ 

Очевидно, при условии z = р\/2тъ + pi/2m2 = p*l2mx -f p'*/2m2 из (4) и (6) 
получаем: 

т1 (pi, p2; p;, P'2; z) = (2л)3 a (p2—p;) к (Pl, P;; p ' ^ + ю) + 

+ (2л)3 6 (P l - p[) h (p2, P2, < /2m 2 + Ю) + 

+ 2л1б (р2/2тг - р;г/2тг) tx (Pl, p'^ p'j2m1 + Ю) X 

X *2(p2, p2\ p'll2m2 + tO). (7) 

Таким образом, решение вида (4) является искомым решением, имею-
щим физический смысл. Прямой подстановкой несложно показать, что 
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функции (4) удовлетворяют как неоднородному уравнению (3), так и 
соответствующему ему однородному уравнению с точностью до членов, 
равных нулю в сл*ысле обобщенных функций. Именно это утверждение 
было доказано ранее в работе [1] в случае уравнений, аналогичных (3) 
для волновых функций. 

Полученный выше результат наглядно показывает, что интеграль-
ные уравнения Фаддеева для трех частиц конечной, массы, имеющие 
физическое решение в классе классических, гельдеровских функций, 
при переходе к бесконечному пределу по массе одной из частиц пре-
вращаются в сингулярные уравнения вида (3), которые имеют иско-
мые физические решения вида (4) в классе обобщенных функций. 

§ 3. Перестройка уравнения Липпмана—Швингера для задачи трех 
тел при Мз-voo. Перестроим уравнение (1) задачи трех тел при 
-^•оо в систему уравнений так, чтобы в свободные члены этой системы 
были выделены все амплитуды несвязанных процессов. Такой метод 
перестройки был предложен в [5, 6]; полный оператор T(z) представ-
ляется при этом суммой слагаемых: „ 

Т (г) = Г(1,2);12 (г) + 7\1j2);(1,2) (г) + Г12;(1,2) (г) + Т12;12 (г), ' 
которые могут быть определены системой уравнений 

T(\tiy,(\,2)(z) =T(i,2)(z) + т(1,2) (z)"G0(г) Т\2-(\72) (z), 

T{i,2);i2(z)=Ti,2(z)G0(z)f12;i2(z), (8) 

Т\2-(\<2) (z) = 11,2 (z) G0 (z) T{i,2y,( 1,2) (z), 

?W2 (Z) - ?l,2 (Z) + ?i,2 (Z) G0 (Z) T(1,2);12 (Z) . 
Здесь свободные члены T(i,2) и fi2 удовлетворяют уравнениям Липпма-
на—Швингера вида: 

*(1,2)(Z) = Wi -f v2) + (Уг + Ys)Go(z) ^i.2)(z), 

Поскольку для оператора T(I,2) имеется представление вида [2]: 00 

^1,2) (z) = Go"1 (z) [ j (_d*n.}i Si (e + iO) g, (z - e) Go"1 (z) —Go"1 (z), (9) 

gdz)={z-K)-\ 
то, очевидно, в уравнениях (8) действительно оказываются выделен-
ными в свободные члены амплитуды всех несвязанных процессов. Урав-
нения для рассеяния двух частиц в поле при У\2ф0 записаны и иссле-
дованы в работах [5, 6]. 

§ 4. Заключение. Покажем теперь, что полученные выше результа-
ты теории рассеяния следует учитывать при анализе конкретных про-
цессов взаимодействия нескольких частиц. Рассмотрим, например, ре-
акцию развала связанной системы двух частиц 1 и 3 массой (mi-\-Mz) 
под действием налетающей частицы 2 массой т 2 . Предположим, что 
масса М3 частицы 3 может быть бесконечно, большой. Подобные зада-
чи встречаются в атомной физике. В частности, при рассеянии элек-
тронов на водородоподобных ионах обычно массу ядра полагают бес-
конечно большой, а взаимодействие двух электронов при высокой энер-
гии описывают в первом борновском. приближении. 
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В рамках теории рассеяния двух частиц во внешнем поле ампли-
туда данного процесса при высокой энергии, найденная на основе:пер-
вой итерации соответствующих интегральных уравнений [5] и эквива-
лентная рассчитанной в первом борновском приближении, имеет вид: 

^~<ф 0 1 р 0 2 |у 1 2 | р 1 р 2 >. (Ю> 

Здесь фо1 —волновая функция связанного состояния частицы 1 в поле, 
Рь Рг — импульсы двух частиц в конечном состояний, р02— импульс 
частицы 2 в начальном состоянии. 

Очевидно, при V\2 = 0 амплитуда Т, определенная выражением 
(10), равна нулю, что совпадает с известным результатом из общей 
теории S-матрицы для случая независимых процессов. 

Рассмотрим теперь этот процесс как задачу трех тел при М3->-оо. 
Тогда выражение для амплитуды данной реакции в борновском при-
ближении должно соответствовать первым итерациям уравнений Фад-
деева [4] и иметь следующее представление: 

Т ^ <q>oiPo2 1 PiP2> + (Ф01Р021V231Р1Р2) • ( И ) 

Первое слагаемое в (11) полностью совпадает с выражением (10), вто-
рое слагаемое соответствует вкладу в амплитуду процесса, в котором 
передача энергии и импульса осуществляется с помощью третьей тя-
желой частицы. Если теперь положить Vi2=0, то первое слагаемое в 
(11) обратится в нуль, а второе остается отличным от нуля. Это про-
тиворечие представлений для амплитуды рассеяния двух частиц на бес-
конечно тяжелой частице, записанных в двух разных подходах, объяс-
няется тем, что решение уравнений Фаддеева для трех частиц конеч-
ной массы, найденное методом последовательных приближений, не пе-
реходит непрерывно в решение уравнений, полученных при предельном 
переходе М3-+00. Следовательно, представление (11) для амплитуды 
рассматриваемого процесса не может быть использовано при анализе 
экспериментальных данных,, если М3-^-00. Мы обратили внимание на 
этот результат потому, что в атомной физике для описаний процессов, 
сводящихся к задаче о взаимодействии двух частиц на бесконечно тя-
желой частице, иногда используют представление вида (11) и даже 
объясняют с помощью процесса рассеяния с участием тяжелой частицы 
(второе слагаемое в (11)) некоторые наблюдаемые особенности экс-
периментальных сечений. 
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