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ТОПОЛОГИЧЕСКИЕ ИНВАРИАНТЫ В ОБОБЩЕННЫХ ТЕОРИЯХ 
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(НИИЯФ) 

1. Как известно [1], в общей теории относительности (ОТО) широ-
ко используются два характеристических класса: 

= Vge^'^8aPv6R^Rxpv6 (класс Эйлера), (1) 

% = (класс Чженя), (2) 

тде g— метрический тензор, g = | d e t | £ ^ | | , R^a. — тензор кривизны 
и 8„уяр — тензор Леви—Чевита (вот = V g)-

Существуют также два других класса Чженя: 

= а., *(сх А с,) = (3) 
Д л я теорий со связностями, сохраняющими метрику (в том числе и для 
ОТО), классы (3) равны нулю. 

В общей теории относительности интегралы 

j *%d*x, J (4) 

•не зависят от метрики. Вследствие этого они определяются только 
топологическим строением пространства-времени [2]. 

В большинстве обобщений ОТО используется более сложная, чем 
риманова, геометрическая структура пространства-времени (см., напри-
мер, [3]). Цель, настоящей работы — исследовать, в каких пространст-
вах аффинной связности существуют топологические инварианты, ана-
логичные (4). Для этого необходимо выяснить, для каких типов связ-
ностей вариационные производные от (1), (2) и (3) по независимым 
переменным gnv и Г ^ тождественно равны нулю. 

2. Покажем, что классы Чженя являются полными производными. 
Тогда равенство нулю их вариационных производных выполняется ав-
томатически. Д л я этого воспользуемся выражением для тензора кри : 

визны: 
р Р т - Р р Р , г Р г х г Р г * 

M-va. — L va,M- . 1 imx,v ~г 1 ц х 1 v a " 1 vxl H a . 
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Подставляя его в (2) и (3) и принимая во внимание, что 

получим выражения для классов Чженя в форме полных производных: 

Cl(j,v = Tvx.H Гцхл'. (5) 

-(с, Л Ci) --- а , (4 Vg 8llv"p г £ Гр°0Л), (6) 

= i ( 4 V i ^ [ r v i r P h + -j-'rJLr&rA (7). 

Формулы (5)-г-(7) справедливы для связностей любого типа. 
3. Рассмотрим класс Эйлера (1). Покажем сначала, что его вариа-

ционная производная по g;} тождественно равна нулю. 
В 4-мерном пространстве существует единственный с точностью до 

множителя вполне антисимметричный тензор четвертого ранга, по : 

этому ' ' 
(8) 

= ( 4 l ) 2 V g K = - 4 ! l / J ( 9 ) 
Используя формулу (9), находим: -

^ _ 4! Vg tf flg {g«Ru™ -
'bgii dgij , . 

Подставляя сюда соотношение (8), приходим к искомому результату: 

= 4 ! Vg K&wxp — 2g 'V v X p — 2gmsmp] = • 
Ogij . . . .. , 

' = 4! V g К [4!-£г/ — 2- 3! gill&(i - 2 - 3 ! g/|X6[ij = 0 . 
4. Исследуем теперь вариационную производную от *% по Г ..ft. ч • 

^ = 2 Vg 8 a P v 6 - 4т 
6Г* dTk

u dxl 

dR aP 

d A 
Так как она ковариантна, то ее значение в произвольной точке про-
ще всего вычислить, используя геодезические координаты [4] в окрест-
ности этой точки. При таком выборе локальных координат • • . • • . 

." ... giiv.x(*o) = °> °rfv(*о) = (И) 
где 

= — g^ (gu.K,v + gfvx.H s^ixv.x)-
Определим тензор 

МЛ>> 

характеризующий отклонение связности Гц^ от римановой Тогда 
для вариационной производной (10) в точке х0 находим: 

^ Г (*.) = 4 Vg s a m { b i g k l [g»F£.-
bYk 

Ч 
+ (ДЗ) 



Чтобы выразить значение производной dvRxpy6. в точке Хо через кова 
риантные величины, воспользуемся первым тождеством Бланки: 

В точке х0, если учесть (11), оно принимает вид 

= — + ^[vHxl Rkp]*. 
( -

Подставив это соотношение в (13), получим выражение для вариаци-
онной производной уже в явно/ковариантной форме: 

^ = 4 Vg еамШы [g^lFv{a- ga}Fv
p/] R^.6 + 

К 

+ (14> 
5. .Теперь выясним, для "каких типов связностей выражение (14) 

обращается в ноль. Непосредственно видно, что это : выполняется для 
римановой связности (F^.v = 0) и связности Вейля (/Vv = * 1PJ-
Покажем, что вариационная, производная обращается в ноль и в UiT 
теории [6]. 

В £/4-теории Fv
a^ = — Fv®a (и соответственно #nv

af? ——#nv^a)> по-
этому формулу (14) можно записать в виде 

• 

' • + б ^ , [gV - F\vx Rxp
6a. g«o}. ч (15>-

Воспользуемся тождествами: 

g ^ F ^ R ^ - g ^ F ^ R ^ = + ' • ' 

• + 2 g ^ l F v ^ R ^ - 2 g ^ F } l a . R % j " \ (16> 
д/Z x[0 pay] д//[ар /TjV]* _ 2Д/7[аР Fv

VX] 

где Д/7аР = giagl& — g'&gla. Учтем также, что в 4-мерном случае 

F v
[ I a R ^ 6 ] ^ av>.P8 / a v 6 , 

, "V; (17). 

дге avJtp и b[[v— тензоры, точный вид которых; здесь несуществен. Под-
ставляя (16) и(17) в формулу (15), находим: 

6*Х 

П 
=='%Уё е^^ 8apv6 6\igkl {avxp (g$l&iav6 — gP/Vave) + 

+ go, = 3! 8 y~g 6l^{avxp 

6. Отметим, что выражение (1) длй *% может быть „ записан© в 
форме 

= 4 y~g {R* \ i?apV6^v«aP - aP
[6al Rj™}, • \ 

п- ' 



где R = i?anv
a — скаляр кривизны, которая является основой изве-

стной формулы Ланцоша—Баха [7]: 

Sg.r + ' V ? * * ? ? - 4 i ? a p [ 6 a ] R v 6
[ P v ] } = 0 , (18) 

широко применяемой в ОТО и [/4-теории при анализе квадратичных по 
тензору кривизны добавок к лагранжиану гравитационного поля [8]. 
Из результатов данной работы следует, что формула (18) допускает 
обобщение только в тех пространствах, в которых *% является харак-
теристическим классом. Для коэффициентов связностей ГД таких 
пространств выражение (14) должно обращаться в ноль. 
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СВЕРХСВЕТОВЫЕ ВОЛНЫ В РЕЛЯТИВИСТСКОЙ ПЛАЗМЕ В СЛАБОМ 
МАГНИТНОМ ПОЛЕ 

Л. С. Кузьменков, М. И. Ситнов 

(кафедра теоретической физики) 

Наличие внешнего магнитного поля сильно усложняет спектр ко-
лебаний релятивистской плазмы. Поэтому изучим более простой, но 
практически важный случай слабого внешнего поля. В данной работе 
мы не рассматриваем область фазовых скоростей a>/k, меньших ско-
рости света с. 

Общее выражение для тензора диэлектрической проницаемости ре-
лятивистской бесстолкновительной магнитоактивной плазмы, приведен-
ное в [1, с. 142], в этом случае можно упростить, используя метод ста-
ционарной фазы. Для изотропных-распределений можно записать 

= + (1) 

хде — тензор диэлектрической проницаемости изотропной плазмы 
[2-5]: 

8<сф + (бар — п а щ ) г 1 п (2) 

, . 4яе2 f ' (un)2 Fq («„) 8 / - 1 + — - U u - , (3) 
mco J ul (1 - kv/co) 

, , 2яе2 С' [u x n]2 F'0 (U0) etr — 1 + \ du > , (4) 
mio2 J «2(1-kv/co) 

и 


