
кинематических областей давать основной вклад. Характерным приме-
ром может служить квантовая хромодинамика в калибровках аксиаль-
ного типа (см., например, [13]). 
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«ТЕОРЕМА ПОГАШЕНИЯ». КВАНТОВЫЙ ПОДХОД 

В. Бужек (Чехословакия), В. И. Григорьев, Я. Хронек (Чехословакия) 

(кафедра квантовой теории и физики,высоких энергий) 

• Хорошо известная «Теорема погашения» Эвальда — Озеена, по-
священная выяснению — на уровне микроскопического описания — 
того, как формируется в веществе электромагнитная волна, распрост-
раняющаяся со скоростью с/п, -была сформулирована сначала в рамках 
неквантового подхода ![1, 2]. В настоящей работе предлагается попытка 
«Перевода на квантовый язык» этой теоремы. 

Рассмотрим идеальную бесконечно протяженную кубическую ре-
шетку, в узлах которой неподвижно закреплены двухуровневые центры. 
Гамильтониан взаимодействия между электромагнитным излучением и 
таким кристаллом запишем в дипольном; приближении: 

t • • • • . - • • • • 

где d/ — оператор дипольного электрического' момента /-го центра, 
имеющего координаты {afi; afz; af3}, Ef — оператор напряжённости 
электрического поля в той точке, где помещается этот узел. Будем поль-
зоваться калибровкой, при которой 
1 Ё = — dA/dt, . * 

и ' - • 

A f ' = 1 „ / 0 [d3k\ 
f (2л) { J • 

'2 ' 

X £ е (к, Я) { 4 + ) ( k ) li<0t~ikxf + c t ] (k) r l a t + i k x f } 
3V, = 1 
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(полагаем h — с — 1). Описывающие поляризацию единичные векторы-
е (к,. Я) для каждого значения к ортогональны к вектору к и друг к 
другу. Правила перестановок для операторов поглощения а,<->(к) и 
испускания a»(+)(k) фотонов записываются в обычном виде: 

[а(Г> (k), ajt> (к')] - 6и< б3 (к - к'). 

Обозначая операторы порождений (поглощения) основного и воз-
бужденного состояний /-го центра через NF, Vf(Nf,' V f ) соответственнее 
выпишем правила перестановок для этих операторов: 

. [Nt, Nr] = [Vf, V f ] = b f f ' . 

Явное, выражение гамильтониана) взаимодействия через операторы: 
поглощения и испускания 1 

где 

@f±> = Q(±)(к, Ц а ^ ( к ) е ±it((o—(o0)^ikx 

Х=1 

показывает, что рассматривается рдйн из вариантов модели Ли.-Хотя 
эта модель и не учитывает ряда эффектов, например диссипаций, она 
все же дает возможность [3] исследовать важные черты процесса рас-
пространения электромагнитного излучения в кристаллах. 

Функции (к, •%) и (к, %), выступающие в роли формфакто-
ров, примем одинаковыми для всех центров; они выражаются через 
матричйые элементы дипольного момёнта: 

Qi+)(k, = 
(2я) з/2 y r ^ - ( d 2 1 e ( k , ^ ) ) ; Q ( - ) ( k , X ) (Q(+)(k, А,)) 

— е J d?xq>*2 (Х) Хфх (X), 

где ф1(х) и <рг(х) — с-численные волновые функции основного и воз-
бужденного состояний атома соответственно, (о0 = Ег — E t — частота 
перехода. I 

Постановка рассматриваемой ни^ке задачи такова: в начальный 
момент t = 0 существует однофотонный волновой пакет и все атомы на-
ходятся в невозбужденных состояниях. Найти, как распространяется 
излучение в кристалле при t > 0. 

Вектор начального состояния записывается следующим образом: 
• • I " ' J . ' • ''. 

= ¥нач = J <Pk £ , j # ( k ) | Ф>/ (k , Я), 

где вектор «физического вакуума» ест(ь 

Пакетная функция пока не конкретизируется; отметим лишь уско-
вие нормировки: 

\=i 
* ) | 2 = 1. 



Для £ > 0 вектор состояния из-за специфики модели можно запи-
сать в виде 

W(t) = W.D 4- WW, - (1) 

где 4f(tl>fe) обозначает вектор состояния с п фотонами и k возбужденны-
ми центрами. Будем искать W-0) и Р 1 ' в форме 

• 2 

¥(1'0) = J £ ai+) (к) | ф) G (k, Я; t), 

f • . . . . 

Переходя к, энергетическому представлению, перепишем искомые 
коэффициентные функции в виде 

- . / "" • . > •• 

G(k, Я; t) = — Г d$G(x, Я; 8) е«<*-*У; 2л J 
' . —00 

+ 00 
Bf(t) ^ d ё Bf (§) V . 4 ' 

—во 

Подставим (1) в уравнение Шредингера, дополненное членом, учи-
тывающим начальное условие: 

г ^ = + Я » Тн а ч1 ' Я р — Я Ф (2) 

f f 

Подразумевается, что в правой части (2) берется свертка всех операто-
ров поглощения в. и соответствующих операторов испускания из 
ijr(n.fe) Потребовав, чтобы при оо волновой вектор обращал-
ся в нуль, мы благодаря добавлению в правой части (2) члена. 
а'б^уЧ'нач учтем начальные условия [4]. 

Подстановка приводит к следующей системе с-численных уравнений 
для коэффициентных функций: , . 

, (i — ©) G(k, Я; $) = £ Q(+) (к, Я) Bf (!) e~ikxf + / (к, Я); 

' t . . 
. 2 
{§ — to0) S f (<f) - £ f d 3 £Q ( _ ) (к, Я) G (к, Я; §) eikxf. 

>.=i _ -

Умножим второе из этих уравнений на е-г'кх/ , просуммировав по 
всем f и вводя обозначение 

Б ( к ; « | ) - £ ^ ( 1 ) е - 1 ' к х / , (3) 
. f 

получим уравнения, в которые входят лишь В (к; 6) и G (к, Я;<§). 
Для возникающих при этом решеточных сумм используем соотно-

шение [2] 

£ eikxf — р £ б3 (k — g/), (4) 
f j • _ 
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р = (2я/а)3, a - 3 — плотность узлов решетки, gi — вектор обратной 
„ • f 2я , '2я . 2я , . ) # » / 

решетки, имеющии компоненты | — - h, /2> ~~— 1з }» где li, h, к про-
[ a j а а ) 

бегают все целочисленные значения. 
Получаемые с учетом (4) уравнения для £(к; <§) и G(k, Я; 5) 

имеют следующий вид: 
(£ — a>) G (к, Я; g) - Q(+) (к, Я) В (к; 8) + /(к, Я); 

2 

(S - G>„)£(k; §) = р £ £ Q ( - )(k4- g G (к + g„ A,; ( 5 ) 
7 Л,=1 

Поскольку, как вытекает из (3), B(k + gj; ё) = В (к; 5) при лю-
бом I, можно, используя это условие периодичности, записать: 

(ё—ш)(?(кг, Я; ё ) = Q<+>(klyA)B(k; 6) + f ( h Я), 

где ki = k + gi, т = |кг|. г 
Подставляя определяемое этим уравнением G(кг, Я; б) во второе 

из уравнений (5) и выбирая правила обхода; особых точек таким обра-
зом, чтобы обеспечить выполнение начальных условий (это сводится к 
тому, что во всех энергетических знаменателях ё заменяется на 
ё + i 0 ) , приходим к следующему выражению для G (к, Я; ё): 

Gfk,-X-rg) /(кЛ)1 + pQ<+)(k, Я) х 

*,'=! I 

Q(~}(k f.jV) 
Г—ад; / (к/ , 

(6) 

у . 
Ы=1 / 

Полученное выражение для G (к, Л; б) является тачным решением 
поставленной нами задачи; оно, в частности, не предполагает огранйче-, 
ний на отношение длины волны излучения к постоянной решетки а. . 

Первый член в правой части (6) описывает распространение фо-
тонного пакета в вакууме1; нее волны, составляющие этот пакет, имеют 
скорость с. Остальные члены относятся ко вторичному излучению, воз-
никающему в кристалле под действием первичного пакета. «Погаше-
ние», являющееся предметом рассмотрения, выражается в том, что 
часть вторичных волн, накладываясь н|а первичные, «гасит» их, а остаю-
щиеся волны распространяются со скоростями, отличными от с и опре-
деляемыми как свойствами атомов, так и структурой кристалла. В том, 
что такое «погашение» действительно описывается полученным выше 
выражением для' G(k, Я; б) , легко убедиться непосредственными вы-
числениями. Однако здесь целесообразно обсудить и поляризационные 
эффекты. > 

Пусть, например, начальный пакет является линейно поляризован-
ным; пакетную, функцию при этом можно выбрать так, чтобы f(k, 1) 
было отличным от нуля/ а f(k, 2) =ь Q. Если ! при этом и формфакторы 
таковы, что Q(±) (k, 1) 0; Q(±>(k, 2) = 0, т. е. все атомы могут испус-
кать и поглощать только фотоны начальной поляризации, то 

1 { / ( М М ^ - ф Е - 1 ^ ) * G(k, !;<?) = 
— со) W 

т. 



+ pQ(+><k, i ) X V /(к, I)) . 
^J ; &-—Щ J' 

G (k, 2; <?) = 0, (7) 

Таким образом, пакетная функция трансформ иру ется; из нее вы-
падает член, описывающий распространение начального пакета со 
скоростью с; появляются и вклады от фотонов, .распространяющихся в 
направлениях, отличных от начальных, если только по условиям задачи, 
нельзя ограничиться длинноволновым приближением, т. е. отбросить 
слагаемые с 1Ф0. 

Когда же и Q(±) (к, 2) отлично от нуля, то помимо трансформиро-
ванного пакета первоначальной поляризации появляется и составляю-
щая с другой поляризацией и, конечно, со скоростью распространения, 
также отличной от с: 

^ ^ y j a ^ i » . , , , . , , , 
9—(it. 8 — ©i 

G (k, 2; (?) = z 

, J y i lQQc/ , 1)|2 -}-1Q (k/, 2)|2 \ 

Переход к длинноволновому приближению ведет к заметным упро-
щениям. Этот переход оправдан, если формфакторы Q(±)(k, Я,) отличны 
от нуля лишь при |к| 1/а; при этом и начальные пакеты должны 
быть построены из таких волн, волновые векторы которых (и поляриза-
ции, конечно) относятся к той области значений, где эти формфакторы 
не обращаются в нуль. Но если f(k, Я) таково, что при указанных ус-
ловиях QW (k, Я) ф 0, Q(±) (кг, Я) даже при 1=1 обращается в нуль, так 
как |к(| « 2я/а. 

По этой причине и /(к, Я)<><±)(кг, Я) и Q(+)(k;, X)QH(k/} Я') %полу. 
чаются равными нулю при 1Ф0, так что вместо (7), например, можно-
записать • i , 

G(k, 1; i ) — /(k, !)• 
— CD0 

IQ (k, 1) I2 \ ' ,(8> 
; — to) \g — (00— :— 

Выражение (8) получает наглядность, если перейти к йространст-
венно-временному .описанию. Такое описание удобно осуществлять при 
помощи величины ( -

со 

F (х, г, Я) = — f dg-G(k, Я; $) rm+ikx. (9) 
2я J , 

—оо 

Подставляя в (9) выражение (8) и переходя к наиболее .интерес-
ному случаю, когда начальный пакет состоит из волн, импульсы кото-
рых имеют небольшой разброс около некоторого значения р, получаем , - -щМ -mf 

( 1 0 ) 
2АР 
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Здесь 

v = 
(й0- - ) 1 + W Q ( P , 1) 

toe+lPi , д -
р 2 1 

Полученное выражение для F(x, 
скую картину эволюции длинноволнов 
волн, формирующих начальный пакет, 
пространяющиеся в том же направле 
личными амплитудами и скоростями: 

t, 1) определяет такую физиче-
ых пакётов: каждая из плоских 
расщепляется на две волны, рас-
нии, что и начальная, но с раз-

V(»-2) I = w 
dp т { 

1 ± 
Р1 — ©о + 2р ~ 1Q (р, 1) 1» 

I 1 ар 
\ \ 2А„ 

(И) 

Использованная выше модель физически оправдана лишь при час-
тотах, близких к резонансным, т. е. когда (|р[—соо)2 < 4р|Q(р, 1) \2. 
При этом условии происходит выравнивание амплитуд обеих конечных 
волн, и для F(x, t, \) можно записать выражение , 

F(x, t, 1) — e*®<>Hfe*tioi (t- Ap). (12) 

Появляющиеся при этом «биения» определяются периодической 
перекачкой энергии от электромагнитной волны к образующим крис-
талл центрам и обратно; конечно, прй учете диссипаций пакет излуче-
ния получился бы не пульсирующим, а затухающим. 

Полученное выше решение, хотя оно и относится к упрощенной мо-
дели, по-видймому, может иметь не только методическую значимость. 
В первую очередь это касается самогр существа «эффекта погашения» 
как результата коллективного влияния всех активных центров вещества 
на распространение в нем электромагнитного излучения. Для' получе-
ния более реалистических значений показателей преломления веществ 
нужно, разумеется, включить в рассмотрение и взаимодействия между 
атомами, и температурные эффекты, И процессы, обусловливающие по-
глощение. Однако некоторые важные качественные особенности процес-
са миграции излучения в веществе выявляются и на базе той модели 
«микроскопического» описания, которая обсуждалась выше. Это позво-
ляет, в частности, надеяться, что такая модель может оказаться^полез-
ной для описания на микроскопическом, уровне процессов типа вынуж-
денного излучения как при аД<С 1, так и при а/%^1. 
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