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О ПРЕОБРАЗОВАНИЯХ РЯДА ЛАПЛАСА ПРИ ПОВОРОТАХ 
СИСТЕМЫ КООРДИНАТ 

Н. А. Чуйкова 
(ГАИШ) 

В отличие от ряда Лежандра, который легко преобразуется при 
повороте системы координат- путем использования классической тео-
ремы сложения для полиномов Лежандра, для ряда Лапласа анало-
гичные формулы можно получить только на основе теоремы сложения 
для обобщенных сферических функций, выводимой в теории представ-
лений групп вращения [1]: 

jr-fOKp+ni»p*iH.(ooe ey _ £ ег-Ътщ+т^+пЫ pl
mk (cos ех) pl

kn (cos 62). (1) 

Здесь 0, ф, -ф — углы Эйлера для произведения двух вращений с угла-
ми 01, фь tlfi и 02, ф2, г|)2; 

(1) г _ г а in-m] 
p'nin (z) = Pltvn (г) - 2г (1~п)\ 

(/ + т)! 
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При n = m = 0 полином Poo(z) переходит в многочлен Лежандра Pi{z), 
а. при т = 0 выражается через присоединенный полином Лежандра 

PL(zh= * V (l-n)\ 
(l + n)l 

P?(Z). 

Вращение g трехмерного эйлерова пространства, задаваемое угла-
ми Эйлера ф, 0, if, является произведением вращений на углы г|: во-
круг оси OZ, 0 вокруг оси ОХ и ф вокруг оси OZ. Рассмотрим сфери-
ческие треугольники, соответствующие 
вращению giXgs и проходящие че|рез се-
верный полюс Z (рисунок). Пусть гв ре-
зультате первого вращения g2 (фг, 02, ^г) 
северный полюс Z переходит в точку 
^о('0о, Яо), а точка Z° (i0°, А,0) переходит в 
(начальный северный полюс. Углы Эйле-
ра можно тогда следующим образом вы-
разить через сферические координаты 
этих точек: i02='0o—0°— полярное рас-
стояние, = ф 2 — Л : / 2 — У Г Л Ы 
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-У(Л=90°) 



Эйлера 0i, % второго вращения g1 выражаются через сфери-
ческие координаты точки А в системе координат с полюсом 
в точке Z0: 0i г— полярное расстояние, ij>i=Xi+.jt/2, а углы Эйлера про-
изведения вращений g i X g 2 выражаются через сферические координа-
ты точки Л в начальной системе координат: 0 —полярное расстояние, 
ф = Я + я / 2 . 

Полагая в (1) т—0 и подставляя выражений для эйлеровых уг-
лов, получим 

е-мр? ( с м 6 ) = l / " ( / + n ) ! V ( — 1)* e-i[n%0+k(kt-m x 
' V ( l - n ) ! \ (l+k)! k=—I 

x P U c o a V J ' P l n i c o s %), (2 ) 

где 

PTk(z) ±= (—1)* P?(z)> 'Pln(z) = ik~nPL(z) - действительно. 
(I + к) I 

Рассматривая здесь по отдельности Действительную и мнимую части, 
получим формулы перехода от сферических гармоник начальной си-
стемы^ координат к сферическим гармоникам 

Pki (оовОх) j ^ j y ^ j в новой системе, полюс которой проходит через 

точку с координатами 0о, Яю относительно начальной системы. Коэффи-
циентами в таком преобразовании служат обобщенные сферические 
функции координат полюса; 

Если угол поворота 0О достаточно мал, то формулу (2) можно» 
упростить, используя приближенное соотношение 

'Pin(ooe0О) 'Pln( 1) + ['Pl
kn (сов0о)]ео=о0о, 

аО 

где 

'PlknV)=bkn: 
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Получим при 0о малом 
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Для нормированных сферических функций теорема сложения (2£ 
имеет более компактный вид: 

i 
(cos 0) .= V ( - l)fe ^ « M - ^ - ^ J Р\(cos 6Х) 'Pl

kn (%), (3> 

где 4 _ 
Prh(z) = (^l)kPikM; 0 о = У 2 , 0 ^ = 1 . , 
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Переходя к действительной форме, (3) можно представить следующим 
образом: 

i -

И (cos 6) {«£} пК = ^ l)k 'plk* <«• W . { S [ + 
fe=0 

PlCcOSe^OOe^jT 

Т £ (— \)k 'Pkn ( c o s 0O) j J (лЯ 0 — k№) '+ 'P-k.nX 

X (cos 0O) (nX0 + Pki (cos 0j) sin ft^'). 
f • 

Чтобы найти, как меняются коэффициенты ряда Лапласа при по-
вороте системы координат, запишем ряд Лапласа К = £ УУв ком-

плексной форме: 1 

i . i • . . _ 
^ Yt= X to»008+ 810^(cos0) = £ clner^Pni (cos 0), 

n=0 n==—I • 

где 
cio=atQ, Cin= \ain-^ib,in) 12, s 

ci,-n = (— 1)n (am — ibrn) /2. 
Подставляя сюда (3), получим выражение Для Уг в повернутой систе-
ме координат: ' 

• V • Y i = £ (cos 0г), 

где 
> 

^ = V - ^ - ^ e - ' ^ o - W ] >?ln e0). 
n=—I 

Чтобы перейти к рядам Лапласа с действительными коэффициен-
тами, используем формулы 

аю=сю, aik=?Cik-t{—l)kCit-k, 

Ьш=—г (cte — (— 1) kci, _fc). 

Произведя необходимые преобразования, получим 

п=0 

± { *<»} 810 (пК0 — a 0 ) ] 'Pin (cos 0О) ± ( - 1 ) « [ { ® *»} cos (пХ0 + АД*) ± 

± { V j 81п(пЛ0 + а 0 ) ] (cos 0О)) . 



Для нормированной степенной дисперсии в повернутой системе 
координат 

k—0 k=—i ' : 
l I I 

= 2 Y J - c l n e - ^ ° V -LC l m e-imx t у ( - l)*'pL(coseo) 'P-l.m(cos 
n=—l m——l k——l 

Используя равенство {1] 
i 

£ 1)* 'PL(z)'P-lk,m(z)= ( -

получим 
I 

Di = 2 J ] ~ ^ c l l f i l ; - n = Dl, 
n=-l an 

т. е. нормированная степенная дисперсия не меняется при повороте си-
стемы координат. • 

В заключение отметим, что другое решение поставленной пробле-
мы было получено в работе [2]. 1 
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ГЕНЕРАЦИОННЫЕ СВОЙСТВА МНОГОКОМПОНЕНТНЫХ РАСТВОРОВ 
КРАСИТЕЛЕЙ ПРИ ЛАМПОВОМ ВОЗБУЖДЕНИИ 

А. М. Салецкий, В. И. Южаков, В. Й. Примак 

(кафедра общей физики для физического факультета) 

-Использование в качестве активных лазерных сред многокомпо-
нентных растворов красителей, позволяющих за счет переноса энер-
гии возбуждения увеличить мощность и расширить спектральный диа-
пазон генерации, обусловило в последние годы повышенный интерес к 
ним [1, 2]. В то же время бинарные растворители, вызывая спек-
тральную неоднородность среды [2] и препятствуя интеркомбинацион-
ным процессам Sx лК-v Тг и нежелательным фотохимическим реак-
циям [3], могут довольно значительно улучшать генерационные свой-
ства растворов красителей. Действительно, различие в соотношении 
состава сольватных оболочек молекул красителей, которое наблю-
дается в бинарных растворителях и которое может достигать несколь-
ких сотен процентов [4], приводит к значительному уширению элек-

'тронных уровней молекул красителей. Влияние этих эффектов на ге-
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