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ПЯТИМЕРИЕ И ТЕОРИЯ АТОМА ВОДОРОДА 

Ю. С. Владимиров, В. В. Кислое 
(кафедра теоретической физики) 

1. Введение. Зависимость физических величин от пятой координа-
ты в пятимерной теории поля. Как известно, пятимерный подход к по-
строению объединенной теории гравитации и электромагнетизма впер-
вые был предложен в работе Т. Калуцы [1]. Уже первые варианты 
теории показали, что 15 пятимерных уравнений типа уравнений Эйн-
штейна естественным образом распадаются на 10 стандартных элект-
ровакуумных уравнений Эйнштейна, 4 уравнения второй пары уравне-
ний Максвелла (без источников) и 15-е уравнение, которое предпола-
гает возможность ввода еще одного (скалярного) поля. Существенной 
чертой первых вариантов теории является условие пилиндричности (не-
зависимости) геометрических величин по пятой координате. 

Однако даже в этих вариантах теории условие цилиндричности не 
распространялось на негеометрические (внешние) величины, например 
на волновые функции полей. Последние могли зависеть от х5, причем 
тогда операторы пространственно-временного дифференцирования дол-
жны были заменяться на калибровочно-инвариантные операторы [2]: 

^ ( ^ - - ^ J ^ ^ f J - i l l ^ A r A - ) * . О) Т V дх» G5a дхъ ) Т \ дх^ с* дх* J ^ 

где учтено, что векторный электромагнитный потенциал Ап связан- с 
с2 

компонентами пятимерной метрики GAB соотношением Ац — ^ х 

X 5д . k — ньютоновская постоянная тяготения. (Здесь и в дальней-
655 

шем греческие индексы пробегают значения 0, 1,2, 3.) 
Заметим, что оператор (1) совпадает с оператором, используемым 

в стандартной электродинамике: s= ^дц Ay, j если предпо-
ложить специальный вид зависимости волновой функции заряженного 
скалярного поля -ф от пятой координаты: 

ф = 1 > И - е х р ( ( 2 ) 

Легко также показать, что известные калибровочные (градиентные) 
преобразования электромагнитного потенциала /4„ и волновых функций 
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•ф являются следствием допустимых преобразований пятой координаты: 
х'5 = хъ + f(x°, х1, х2, х3). 

В дальнейшем удалось показать, что нет надобности вводить вол-
новые функции заряженного скалярного поля г|э внешним (негеомет-
ричееким) образом. Их можно получить из пятнадцатой компоненты 
пятимерного метрического тензора G55. Для этого следует положить 

где Ь = 1/ — — константа, — комплексно-сопряженная 
2с2 У т 

волновая функция. Найденное соотношение (3) означает обобщение 
ранее использованного условия цилиндричности по х5 до условия свое-
образной цикличности (замкнутости) геометрии по пятому измерению. 
Вид зависимости от хъ в (3) соответствует (2). Напомним, что условие 
замкнутости по х5 впервые вводилось в работе Эйнштейна и Бергмана 
[3]. В нашей работе [2] было показано, что в такой пятимерной тео-
рии получается система из 10 уравнений Эйнштейна с тензором энер-
гии-импульса заряженной материи, 4 уравнений второй пары Максвел-
ла с электрическим током геометрического происхождения и уравне-
ния Клейна—Фока для -ф. Отмечалось, что зависимость от я5 в стан-
дартной теории отсутствует вследствие того, что период цикличности 
по х5 чрезвычайно мал по сравнению с расстояниями, для которых пи-
шутся уравнения. Таким образом, на стандартные уравнения можно 
смотреть как на уравнения, полученные усреднением по пятой коор-
динате. 

Следует особо подчеркнуть, что предложенный в (2) и (3) вид за-
висимости от х5 найден эмпирически. Эта зависимость, безусловно, не 
является случайной и отражает некие важные закономерности миро-
здания. Желательно было бы разобраться в более глубокой физиче-
ской подоплеке этого факта. В частности, возникает ряд вопросов о 
возможных проявлениях зависимости от пятой координаты в микроми-
ре. Оказывается, такое проявление можно усмотреть уже в теории ато-
ма водорода. Более того, почти все необходимое для этого можно най-
ти в работах Фока [4—6] и работе Хиллерааса [7] начала 30-х годов. 
Однако в этих работах не была установлена связь полученных резуль-
татов с пятимерной теорией. Сделать это — цель данной статьи. 

2. Результат Фока — 0(4)-симметрия уровней атома водорода. 
В. А. Фок показал, что нерелятивистское уравнение Шрёдингера в за-
даче об атоме водорода в некотором абстрактном импульсном прост-
ранстве можно интерпретировать как интегральное уравнение на соб-
ственные значения для потенциала на трехмерной гиперсфере в четы-
рехмерном евклидовом пространстве, которое обладает, следователь-
но, 0(4)-симметрией. 

Воспользуемся методикой, отличной от использованной Фоком >[4] 
и более близкой к изложенной в работе Хиллерааса [7]. В качестве 
исходнрго выберем нерелятивистское соотношение между 3-импульсом 
р и энергией Е в центральном кулоновском поле: 

— = Е или (р3 — 2 ц £ ) г = 2 i iZe*. (4) 
2(х г 

Перейдем от этого выражения к дифференциальному уравнению в 
импульсном представлении. Для этого нужно, во-первых, предваритель-
но возвести (4) в квадрат, во-вторых, позаботиться о правильном вы-

1 + Ь-ф-ехр (— tec 
2V'kh 

х51 — bip* exp 
i ее 

2 yfkh 
-—xc 

2/3 
(3) 
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боре порядка операторов р и г . Можно показать, что правильный по-
рядок таков: 

(р2 — 2[яЕ) 7 (р2 — 2цЕ) = 4n2Z2e*ip. (5) 

В-третьих, следует прокоммутировать операторы г и (р2—2jхЕ), чтобы 
г входило квадратично. Для этого воспользуемся известными правила-
ми коммутации операторов г и р: 

Я(р 2 - 2 \ х Е ) = & ~2цЕ)? + 2 i f i ( р А + + р3х3) + - Ш 1 . (6) 

В-четвертых, следует взять операторы х, в импульсном представлении, 
т. е. положить Xj-^-ihd/dpj. Тогда, подставляя (6) в (5), приходим к 
дифференциальному уравнению в импульсном представлении: 

f ( p 2 - 2 ц £ ) 2 + J L . + J L . \ + 2 (Р2 - 2 f i £ ) X 
I \ dp2 dpi dpi I др\ Щ др. 

х ( й - ^ - + Р*-г- + Л - j - + 0 + - ® - г Ч * < Р ) ~ 0. dp1 др2 др3 / Й2 

(7) 

Далее, оказывается целесообразным перейти от импульсов на трех-
мерной гиперплоскости к импульсам на трехмерной гиперсфере в че-
тырехмерном импульсном пространстве. Именно это ключевой момент 
результата Фока. Данный переход осуществляется, можно сказать, с 
помощью обратной стереографической проекции. Согласно работе Фо-
ка [6], следует взять трехмерную гиперсферу радиуса у 0 = V — ц Е / 2 , 
касающуюся в начале координат трехмерной гиперплоскости {р}, и со-
поставить точкам на гиперплоскости точки на гиперсфере, проводя 
прямые линии из «верхней» точки сферы до пересечения со сферой и 
с гиперплоскостью (рис. 1). Точки пересечения соответствуют друг дру-
гу. В аналитическом виде такое преобразование записывается следую-
щим образом: 

4«/2
Р/ 4t/g -j- Р2

 й 
Ю = — 9 ; У ь = ; , ( 8 ) 

где индекс j пробегает значения 1, 2, 3. Легко видеть, что имеет место 
уравнение гиперсферы: У12 + У22 + Уз2+Уь2 = Уо2-

Кроме того, естественно перейти к сферическим координатам а, 
0 и ф на трехмерной гиперсфере согласно известным формулам: 

= у0 sin a sin 0cos <р; г/2 = г/0 sin сс sin 0 sin 

Уз = У о sin а cos 6 (у6= Уо'соаа). ' (9) 

. Тогда, произведя замену ^-функции я|)(а, 0, ф) = sin2 -^ -Ф (ос, 0, ф), 

приводим (7) к виду 
2 

5 2 + 2 c t g a 4 - U - i — f - S - + c t g 0 - | - ) + 
да2 да j sin2 а { дв2 дв 

+ • 2 • 2Q Т Т " 1 + — Ф ( а , е , ф ) = 0 . (10) 
sin2 а sm2 0 d<p2 4Й2{/д > 

Легко убедиться, что это уравнение представляет собой сферическую 
часть четырехмерного уравнения Лапласа (или аналогичного уравнения 
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с «массовым» членом) 
д2 

+ + 
ду\ dy'i dyl 

д2 

*У§ 
*P(!/i, У2, Уз, Уъ) = О (11) 

после разделения переменных, когда д|э записывается в виде г|) = 
= R(yr) Ф(а , О, ф). Тогда постоянная разделения Ai связана со слагае-
мыми в (10) следующим образом: 

Л — ( 1 2 ) 

Уравнение (10), в свою очередь, допускает разделение перемен-
ных на обычные углы 0 и <р на двумерной сфере и угол а. Полагая 
Ф(а , 9, ф) = Л ( а ) У ( 0 , ф), получаем уравнения 

• j sin2 а + 2 ctg а + Лх s in2a - A2J А (а) = 0, (13) 

sin26 ^ • + А я } К ( в , Ф ) = 0. (14) 

где Л2 — постоянная. Очевидно, что уравнение (14) представляет со-
бой известное уравнение для сферических функций на двумерной сфе-
ре. Его собственные значения: Л2 = / ( / + 1 ) , где / = 0, 1, ... 

+ ctg 0 — н -
ае2 5 ае 

0" 

/ 0 Я Г \Г ' 
0' 

Рис. 1 Рис. 2 

Решение уравнения (13) также легко найти. Подставляя в него 
значение Лг и производя замены z = c o s a и A{z) = { 1 — г 2 ) ~ 1 П В { г ) , при-
водим (13) к присоединенному уравнению Лежандра. Его собствен-
ные функции также известны, а собственные значения равны Лх + 

+ L'(L' + 1)=? + y ) ( L + T ) ' Т- 6- Al = L<L + 2)' где L — 
целое число, равное 0, 1,2, . . . Вспоминая выражение (12у и ранее сде-
ланное отождествление 4y0

2 = —2\iE, находим энергетические уровни 
атома водорода: 

fx2Z2e4 _ 

4 & у \ 
(L + 1)2 = = — 

He*Z2 

2Л 2n2 
(15) 

Таким образом, полученное уравнение (10) в импульсном прост-
ранстве обладает 0(4)-симметрией, его собственные значения в точ-
ности те же, что и для уравнения Шрёдингера в координатном пред-
ставлении, а радиус гиперсферьл, использованной для построения сте-
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реографической проекции, не постоянен, а жестко связан с энергети-
ческими уровнями атома водорода. Расстояние от центра гиперсферы 
до гиперплоскости {р/} также переменно по построению. Математически 
полученный результат ясен, однако он пока не получил должной физи-
ческой интерпретации [8]. 

3. Обобщение стереографической проекции. Изложенный выше 
подход к теории атома водорода допускает обобщение,4 позволяющее 
осмыслить суть результата с позиций пятимерной теории. Ключевым 
моментом является отказ от постулированной ранее методики стерео-
графической проекции. Оказывается, совсем необязательно выбирать 
гиперплоскость касательной к гиперсфере. Аналогичный результат мо-
жно получить, если гиперплоскость {pj} сдвинуть выше (или ниже) точ-
ки касания, изменив при этом соответствующим образом радиус гипер-
сферы. Воспользуемся этим и расположим гиперплоскость {р/} выше 
центра гиперсферы на некоторую величину р 5 '<Уо' , как указано на 
рис. 2. Значения координат по горизонтальной оси должны понимать-
ся (как и раньше) как трехмерные компоненты импульсов, а по вер-
тикальной оси — теперь как значения пятой компоненты импульса. 

Все изложенное в предыдущем разделе легко переформулировать 
для новой процедуры построения стереографической проекции, однако 
сделаем «обратный ход», т. е. будем исходить из 0(4)-симметричного 
уравнения (10) на гиперсфере с заменой последних двух членов в фи-
гурных скобках на Ai = L (L- f2 ) . Произведем замену Ф(«, 6, <р) = 
=ч|)(а, 0, <p) /sin2 (а /2) и перейдем к декартовым координатам соглас-
но (9), а затем построим стереографическую проекцию точек гипер-
сферы на новую гиперплоскость {р';} согласно рис. 2. Формулы такого 
преобразования заменяют (8) и имеют вид 

2у0(у0 — р5) Уо fP2 — (fo— ,1AV 
у . = _ _ р . ; уъ = . ^ (16) 

(Уо-Рь)2 +>2 + 

или обратно 

п У о - P s „ . 
Р/ = — ; Уv 

Уо — Уь 

где уо' — новый радиус гиперсферы (у\2+у^+уг2+,уъ2 = уа2)\ Ръ — 
постоянная величина: для каждой стереографической проекции. Тогда 
вместо (7) получаем уравнение 

+ 2 [ р 2 + ( , ; - т ( Л + р 2 + P . J L - + 1 ) + 

+ 4 (L + I)2 (у'0—Р5)2 | 'Ф (р) — 0- (17) 

Далее, заменяя написание операторов ihd/dpj на xf и опять пользуясь 
перестановочными соотношениями (6), приходим к выражению 

[р2 + (у'0 - Р Э Т ' [Ps + - ю г ] ' = * а + 1 г ц - р5)а. 

№ + ДО) 
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где опять использовано обозначение n = L+1. При переходе от этого 
соотношения к дифференциальному уравнению в координатном пред-
ставлении кроме очевидной замены операторов р , = Шд/дх1 нужно 
учесть следующее важное обстоятельство. Волновая функция г|), вооб-
ще говоря, должна рассматриваться с позиций четырехмерного импульс-
ного пространства. Зависимость от четвертой переменной (пятой ком-
поненты) фактически присутствует в виде б-функции. 

При переходе к координатному представлению получаем ранее по-
стулированную зависимость волновой функции i|)(r, х5) от хь вида (2), 

сс где учтено, что ръ — у=~. Соответствующее (18) уравнение после 
2 у k 

учета зависимости от хъ приводится к виду 

{ « " - d s r • + I T ^ - t f • W - 4 ) } • ( ' ) - » , (19) 
где gik — трехмерный метрический тензор (gik= (—-1, —1, —1)), Уо 
и рь — с-числа, -ф(г) — часть г|)(г, я5), зависящая лишь от трехмер-
ных пространственных координат. 

Сравним уравнение (19) с уравнением типа Клейна—Фока в пяти-
мерной теории [2] для центрального кулоновского поля: 

(20) 

где А; = 0, Ао =Ze/r, |л — некая затравочная масса, связанная с наблк> 
даемой массой JJ, соотношением ц = ] / е 2 — j^2 = Vpile2 — ^ . Пре-
небрежем членом, содержащим А0

2. Сравнивая уравнения (19) и (20), 
находим соответствие: 1 

(Уо ~ Р'ь? = - = ^ - - f -

(Уо — Р'ъ) — = "^Г" АоРъ (У'о — Рь) = 
Zc*E ^ 

hc2n 

Из этих соотношений легко находим энергетические уровни: 

Г. p . W l - ^ • + (22) 
\ 2/г2с2я2 8 - A W } 

что с учетом энергии покоя \хс2 соответствует нерелятивистской фор-
муле (15) (см. также [9])., 

4. Заключение. Сделаем несколько замечаний и выводов. 
1. Для получения энергетических уровней атома существенно ис-

пользуется лишь разность параметров стереографической проекции 
(Ув'—Рь) • 

2. Для указанного результата несуществен выбор конкретных 
значений г/</ и р$ в отдельности. Их выбирать нужно из дополнитель-
ных соображений, одним из которых может_ быть ранее сделанное 
утверждение о значении импульса рь = ее/ (2У&). Однако при этом воз-
никают две возможности, соответствующие тому, что выбирается в ка-
честве рь: _ 

а) рь — Уа\ тогда радиус гиперсферы у0' = ес/(2~]/k) — постоянная 
величина для всех уровней, а гиперплоскости {/?/} смещаются; для каж-
дого энергетического уровня имеется свое значение рь — расстояния 
от центра до гиперплоскости. 
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б) р ь = р ъ , тогда расстояние гиперплоскости {р;} от точки О' по-
стоянно, а радиусы гиперсфер уц' различны для разных энергетиче-
ских уровней. 

Ze2u / Z2e* \ 3. В обоих вариантах разность y'Q — р'5— —11- 2А2 2 2 ) ~ 

чрезвычайно малая величина по сравнению с радиусом гиперсферы 
(примерно на 16 порядков меньше). 

4. По-видимому, можно предположить, что более первичными яв-
ляются 0 (4)-симметричные отношения, составляющие прообраз обыч-
ных импульсов. Имеются четыре отношения между микрочастицами, 
причем как следствие образования атомов (связанных состояний) меж-
ду отношениями появляется связь, симметричным образом уменьшаю-
щая число независимых до трех. Переход к описанию в терминах мак* 
ропонятий состоит в развертке стереографическим способом прообра-
за импульсов на гиперсфере в значения обычных импульсов на трех-
мерной плоскости. -

5. Подобный же переход от более первичного четырехмерия к 
трехмерию можно усмотреть с позиций пятимерия и при описании сво-
бодных частиц в квазиклассическом приближении. Действительно, со-
гласно изложенному в первом разделе волновая функция частицы дол-
жна быть пропорциональна величине 

ехр — - j (ргХ1 + р2х2 + р3х3 + р5х5) J . (23) 

По еще не достаточно осознанным причинам из четырех пространствен-
ных компонент остаются лишь три. Хотя в (23) зависимость от всех 
четырех координат имеет равноправный циклический характер, в кон-
це концов из наложения многих гармоник по трем измерениям проис-
ходит развертка циклов до наблюдаемых вещественных величин (ком-
понент, принимающих значения от —оо до + о о ) , а по одному измере-
нию этого не происходит. 

6. При учете в (20) релятивистских поправок 0(4)-симметрия нна-
рушается. Геометрически это соответствует тому, что гиперсфера пре-
вращается в эллипсоид вращения, а аналитически -1- тому, что появ-
ляется зависимость от квантового числа I. 

СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ 

[1] К а л у ц а Т. В кн.: Альберт Эйнштейн и теория гравитации. М.: 'Мир, 1979, 
с. 529. [2] В л а д и м и р о в КХ С. Системы отсчета в теории гравитации. М.: Энер-
гоиздат, 1982. [3] Э й н ш т е й н А. Собрание научных трудов. Т. 2. М.: Наука, 1966, 
с. 492. [4] Ф о к В. А. Изв. АН СССР, 1935, 2, с. 169. [ 5 | Ф о к В. А. Сорена, 1935, 
5, с. 3. [6] Ф о к В. А. Начала квантовой механики. М.: Наука, 1976, с. 266. [7] Н i 1 -
1 e r a a s Е. A. Zeitschrift fur Physik, 1932, B74, N 3, 4, p. 216: [8] Б а л а ш о в В. В., 
Д о л и н о в В. К. Курс квантовой механики. М.: Изд-во МГУ, 1982, с. 224. 
[9] Ш и ф ф Л. Квантовая механика. М.: ИЛ, 1959, с. 368, 

Поступила в редакцию 
31.01.83 

2 ВМУ, Jfe 1, физика, астрономия 


