
для A g 

s(r, Ф, ч - (»+т№ 
п=0 

где hu h — высоты точек интегрирования и наблюдения над сферой 
радиуса R, <о — угол между радиус-векторами этих точек, р,— плот-
ность, можно преобразовать, используя формулы 

• {n + i y = i V n + n{n* + n + ± ) , 

(п2 + п) Рп (Sin ф) = m2 sec2 ф Р™ (sin ф) + 

dP™ (sin ф) (sin ф) 
+ tg<P 

к следующему виду: 

Лф2 

5(г, ф Д ) = ±-F(r, Ф, к) + + 
4 2 ак* 

Ж(г,<рЛ) d*F(r,q>,%) 
• V <*ф Йф2 

где функция — h)jR]2 и ее производные всюду на физической 
поверхности (т. е. при h i = h , ф1=лр, Xi=X) равны нулю, следователь-
но, и S (г, ф, X) = 0. 
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МЕТОД КАНОНИЧЕСКИХ ПРЕОБРАЗОВАНИЙ В ЗАДАЧЕ 
ПОТЕНЦИАЛЬНОГО РАССЕЯНИЯ 

Ю. Г. Павленко 
(кафедра теоретической физики) 

Задача рассеяния является одной из основных проблем квантовой 
механики. Прямой метод решения [1] состоит в исследовании асимпто-
тического поведения решения волнового уравнения и определении фаз 
61 рассеяния. Для произвольных потенциалов решение задачи может 
быть получено лишь на основе приближенных методов. В последние 
годы получили новое развитие вариационные методы, метод сепара-
белизации [2], дисперсионные соотношения для исследования анали-
тических свойств амплитуд [3], эйкональное приближение, метод фазо-
вых функций [4, 5] и др. 
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В настоящей работе для решения задачи рассеяния и других про-
блем квантовой механики используется канонический формализм пер-
вого порядка. Теория канонических преобразований (КП), лежащая в 
основе гамильтонова подхода, позволяет развить несколько методов 
интегрирования, выходящих за рамки стдндартной теории возмуще-
ний [6]. При этом весьма существенно для численного счета, что тео-
рия позволяет получить алгоритм построения высших приближений. 

1. Гамильтонова форма метода фазовых функций. Рассмотрим 
рассеяние скалярных частиц, энергия взаимодействия которых зави-
сит от относительного расстояния. Замена R = r~1q, где R(r)—ради-
альная часть волновой функции, приводит к уравнению [1] 

• f f + Q = о , Q = (1) 

ar2 г2 

Граничные условия: 

Для того чтобы представить (1) в гамильтоновой форме, введем 
фазовое пространство с координатами z=(q, p=dqjdr) и фундамен-
тальные скобки Пуассона {q, р] — 1. Тогда (1) эквивалентно уравне-
ниям первого порядка [6] 

*L=\q,H\, = (2) 

Гамильтониан 

+ (3) 

соответствует в терминах механики осциллятору с переменной ча-
стотой. 

Представим (3) в виде Н=Нц,-\-АН, где Н0 — гамильтониан сво-
бодного движения: 

Найдем теперь решение уравнений (2), порождаемых гамильто-
нианом Н0: 

q=frm(-nqi+jp1),p=kl/2{-n'q1 + j'p1). (4) 
Здесь я == Л/(Air), j=ji(kr)—сферические функции Риккати — Бесселя 
[5], штрих обозначает дифференцирование по аргументу. Соотноше-
ние (4) определяет КП к новым переменным q\, р и задаваемое про-
изводящей функцией 

F* (Я, Pi, г) = - (я'У + 2qPl - }р% 

поскольку старые и новые переменные связаны формулами преобра-
зования [7] 

dFt _ dF2 Р— ——, (о) 
dq dPl 

Согласно теории КП [7], новый гамильтониан записывается в виде 

# P i . О = — V (г) ( - nqx + jPlf. 
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Канонические уравнения совпадают с уравнениями первого порядка в 
методе фазовых функций [4, 5]: 

= [Pi> - — ~~ (-Щ1 + iPi)п-dr k 

Из граничных условий следует, что <7Х (0) = 0, рх (0) = 1, q i P ^ - ^ T * 
В ряде случаев удобно использовать уравнения относительно 

переменной tg 6t (г), совершая KFI zx-+z2, порождаемое производящей, 
функцией 

FAQI, Р2) = qiVtyh-
Используя соотношение, аналогичное (5), получим замену q2 = q\Pi~K 
p2 = pi/2 и новый гамильтониан 

#2 (.Я2* Pa, r)= V- (— nq2 + /)2 р2. к 

Первое из уравнений движения 

= [<7а. Я г ] = — 1 г (— Щ* + /)2 
dr " k 

является уравнением Риккати и интегрируется независимо от второго 
dp2 - [р2, Н2] = — (— nq2 + j) пр2. IRZ' - - s j , dr k 

Подставляя в формулу (5) работы [6] A = q2, BR=H2, найдем ре-
шение <72 (г) в виде ряда теории возмущении: 

Я2 (г) = ЯЛО) + f [<7.(0), Н2 (q2 (0 ) , р2 (0 ) , г,)] йгг + . 
о 

Поскольку <72 (0) = 0, то, переходя к пределу г-^-оо, получим 
. . ОО 

tgd, = -(!/*)\V{r)%(kr)dr+ . . . 
о 

Найдем теперь основные уравнения в методе фазовых функций 
[4, 5]. С этой целью совершим каноническое преобразование zi-+z3, ис-
пользуя производящую функцию 

Яз) = 

Старые и новые переменные связаны соотношениями [7] 
дРг dFi ,ах 

Pi= ~—, Рз = dqx ' dq3 

из которых находим 

q1 = Y2p^sinq3, p1=V2p^CQ8q3, 

Hs = — (— п sin q3 + / cos <73)2 p3, к 
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Канонические уравнения имеют вид, 

= — (— п sin qa + / cos q3)\ d r k 

= |п / cos 2q3 + (P - n*) sin 2q3] . 

Очевидно, l imq3 = bt. В терминах механики рз, q% являются перемен^ 
Г-*- 00 

ными действие — угол [7]. 
Особый интерес представляет преобразование 

qi = yp4{l.+iq4), pi = —г'Ур4(1 — ^4) , (7> 

которое приводит к замене = где h(n)=hi(n) (kr) — 
сферические функции Ханкеля. 

Асимптотическое поведение координаты = i 1 связано с 
1 — 

^-матрицей соотношением q ^ ^ - * - t'exp (2/6/). В новых переменных 
гамильтониан 

Основным преимуществом приведенных выше канонических урав-
нений является то, что они могут быть проинтегрированы, на основе 
методов теории канонических преобразований [6]. 

2. Метод В КБ в канонических переменных. Перейдем, согласно 
[I], к функции u.= qr~xl2 и аргументу x=\nkr. Система уравнений для 
и и_цх становится гамильтоновой, если ввести фазовое пространство, 
(и, р = их) и гамильтониан 

" V Р 2 ' у К ^ Ь , * . К Я , • А',. 

Произведем теперь КП и, р-^-Щ, рх, порождаемое производящей 
функцией 

х 

F1 (и, x)r=-L Rl/2u2 ctg ф, Ф = их + j R l / 2 ' d x , 
Хо 

где Хо — корень уравнения Из соотношений, аналогичных: 
(6), находим 

и = У 2 ^ R o l / 4 sin ( J R\'2]dx + Ml). 
Xo 

Новый гамильтониан 

Я 1 = = R1R^l/2p1 s in 2 Ф + - L r o x R Q 1 s in2q). 

Для определения зависимости щ (х), pi(x) воспользуемся мето-
дом усреднения [6]. В первом приближении находим 

х 

ul(x)--u1(x0)-\-Y^RlRcl/2dx+ . . . . 

хо ; 
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Поскольку щ (хо) =ji /4, <р(оо) = k r — /ii/2-fi6z, то 
00 

« _ r m П (г) dr > 

• ' ~ J Л2 V~k*—{1 + 1/2)2/Л2 ' ' ' ' 
г 

где П(/*)—потенциальная энергия взаимодействия. 
3. Стационарное уравнение Дирака в канонических переменных. 

Рассмотрим движение электрона в центрально-симметричном поле. 
После отделения спиновой и угловой частей получим систему уравне-
ний для радиальных функций вида [1, 3—5] 

JL + A(x)f-C{x)g=0, -*L-A(x)g + B{x)f=0. (8) 
dx dx 

Система уравнений (8) является гамильтоновой. Гамильтониан 
H=-L(CP-2Aqp + B f ) ; 

где координата q = f , а импульс p = g. Заметим, что введение канони-
ческих переменных упрощает анализ различных моделей удержания 
кварков [8]. 

Задача многоканального потенциального рассеяния [3, 5] также 
может быть представлена в гамильтоновой форме, причем гамильто-
ниан соответствует в терминах механики системе взаимодействующих 
осцилляторов. 

4. Нестационарная теория потенциального рассеяния. В большин-
стве работ [1, 3—5] задача потенциального рассеяния исследуется в 
стационарной теории. Однако нестационарная форма теории в терми-
нах канонических переменных обладает существенными преимущест-
вами. В частности, оказывается возможным получить алгоритм на-
хождения спектра энергий, собственных функций, матричных элемен-
тов [6]. Представим энергию взаимодействия в виде U=U0(x),-\-H(x, t ) 
и предположим, что собственные функции Фп

(0)(д:) и собственные зна-
чения Е°п невозмущенной задачи известны. Будем искать решение в 
виде ^ 

^ > ( x , t ) = ^ a n ( t ) 0 ^ ( x ) e - i E n ) t . (9) 
(п) 

Здесь (п) обозначает суммирование по дискретным и интегрирование 
по непрерывным собственным значениям оператора — ^ — А + U0. 

Подставляя (9) в функционал, приводящий к уравнению Шре-
дингера, и интегрируя, получим новый функционал [6] 

5= { Ldt, 

L = -(i/2)j?(6*nan-anan) + H, 
(n) 

Н = Yt un'n{t)a*n,anexp (ia>n'n.t), 
(n'n) 

где n„ ' r t —матоичный элемент оператора П — Е ( п . Нетруд-
но убедиться, что уравнения Лагранжа — Эйлера по переменным а п * , 
ап принимают вид уравнений Гамильтона, где an(ian*)—координаты 
(импульсы). Развитый в работе [6] метод интегрирования канониче-
ских систем позволяет найти алгоритм вычисления спектра и произ-
вольную функцию матричных элементов. 
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Рассмотрим в качестве примера одномерную задачу рассеяния. 
Пусть потенциальная энергия является функцией г-координаты. Пола-
гая U 0 ( x ) ~ 0, выберем в качестве нулевого приближения свободное 
движение частицы. Тогда величины ап являв тся коэффициентами раз-
ложения (9) в интеграл Фурье. Если в начальном состоянии ah{t0) = 
6(k — k0), то, подставляя в формулу (5). работы [6] A = ah, eR' = H И 
переходя к пределам Ф-^-оо, —оо, получим 

ak{ oo) = b { k - k Q ) ~ - ^ - b { \ k \ - \ k Q \ ) X 
1«0 I 

оо 
X J n ( z ) e x p j — i{k — k0)z]dz + . . . (10) 

00 
Полагая k = k 0 , найдем коэффициент прозрачности в виде ряда 

до 

* = 1 - 7 7 7 f K{z)dz+ . . . (11) 
I «о I J —оо 

Если в (10) выбрать \k=—k0, то получим коэффициент отражения 
00 

. г= — Г Yl{z)e2ik°zdz + . . . (12) 
I I J —оо 

Полученные ряды соответствуют стандартной теории возмущения и 
сходятся весьма медленно, так как содержат квазисекулярные слагае-
мые. Более того, разложения ( И ) , (12) неприменимы для периодиче-
ских потенциалов. В обоих случаях для получения решения, обладаю-
щего ускоренной сходимостью, можно использовать метод интегриро-
вания, основанный на принципе усреднения [6]. 
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Задача автоматического восстановления рельефа местности по 
фотоизображению представляет' собой большой практический интерес 
в связи с необходимостью обработки огромного количества материа-
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