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МИГРАЦИЯ ОДНОФОТОННОГО ПАКЕТА В ПЕРИОДИЧЕСКИ 
ДЕФОРМИРОВАННОЙ КРИСТАЛЛИЧЕСКОЙ РЕШЕТКЕ 

В. Бужек (Чехословакия) 

(кафедра квантовой теории и физики высоких энергий) 

В работе [1] на основе последовательного микроскопического 
подхода была переведена на «квантовый язык» теорема погашения 
Эвальда—Озеена [2]. На базе квантовой теории была посчитана 
функция эволюции однофото'нного пакета, распространяющегося в 
идеальной 'бесконечно протяженной кубической решетке. Был установ-
лен эффект погашения, который заключается в том, что поле вторич-
ного излучения в веществе можно описать в виде суммы двух членов, 
один из которых удовлетворяет волновому уравнению в вакууме и 
описывает точное «гашение» падающей волны, тогда как второй удов-
летворяет волновому уравнению для распространяющегося со ско-
ростью с[п излучения (п — коэффициент преломления). 

Предлагаемая работа посвящена квантовому рассмотрению миг-
рации однофотонного пакета в периодически деформированном кристал-
ле. Кристалл может быть деформирован, например, акустической вол-
ной, скорость которой много меньше скорости излучения, и поэтому 
перемещением акустической волны в кристалле можно пренебречь. 

Описание теоретической модели. Обсуждаемая ниже задача яв-
ляется модельной: вместо реального вещества рассматривается беско-
нечно протяженная периодически деформированная кубическая ре-
шетка, в узлах которой неподвижно закреплены «атомы» — двухуров-
невые центры (см., например, [3]), могущие испускать и поглощать 
фотоны. В модели не учитываются прямые взаимодействия между от-
дельными центрами. Такая модель (в литературе часто называемая 
моделью Ли—-см. [4]), хотя в ней и не учтены явления, обусловлен-
ные тепловым движением и диссипацией, является подходящей теоре-
тической основой для исследования самых характерных черт мигра-
ции фотонов в кристаллах. 

В качестве фотонов рассматриваются безмассовые, бесспиновые 
©-бозоны. Это упрощение несущественно — поляризационные эффекты 
можно учесть (см. [5]), но вместе с тем полезно, так как упрощает 
выкладки. 

Гамильтониан взаимодействия между ©-бозонами (ради простоты 
последние будем в дальнейшем называть фотонами) и центрами, из 
которых построен кристалл, имеет в дипольном приближении сле-
дующий вид: 

Я в 3 = £ { V f N f S ^ + V f N f e ^ ] ) = £ ( Н ( Г ] + //}+>). (1) 
/=-00 f 

Дипольное приближение уместно, когда длина волны_излученйя много 
больше размеров атомов (более подробно см. [3]). Nf, Vf(Nf, Vf) яв-
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ляются соответственно операторами рождения (уничтожения) основ-
ного и возбужденного состояний /-го центра. В дальнейшем будем на-
зывать возбужденное состояние центра У-частицей и Основное состоя-
ние iV-частицей. Операторы ©/ ± ) выражаются через операторы рожде-
ния и уничтожения фотонов а ( ± ) (к): 

©(
f
±) = J dkаш (к) Q(±) (к) 

где ( о = | к | , «о является резонансной частотой атома, X/ —- координа-
той /-го центра. Для с-численных функций Q(±} (к) -формфакторов, опи-
сывающих атомы, имеет место соотношение 

[Q(±)(k)]* = Q(->(k), 
где * означает операцию комплексного сопряжения. Операторы рож-
дения и уничтожения А^-частиц, У-частиц и фотонов подчиняются сле-
дующим коммутационным соотношениям: 

[Nf, Nt] = [Vf, VA = 6f£; [ a H (k), a ( + ) (q)] = 63 (k - q). 
Постановка задачи о распространении однофотонного пакета в 

периодически деформированном бесконечном кристалле такова: в на-
чальный 'момент времени / = 0 существует однофотонный волновой па-
кет и все атомы находятся в основном состоянии; нужно исследовать 
эволюцию излучения в кристалле при t>Q. 

Вектор начального состояния системы фотон — невозбужденный 
кристалл может быть представлен в виде 

• = j d k a ( + ) ( k ) / ( k ) | 0 ) , (2 ) 

где вектор «физического вакуума» | Ф > выражается через вектор 
«математического вакуума» | 0 > : 

| Ф > = № | 0 > . 
При t>0 вектор состояния может быть представлен в виде сум-
мы двух слагаемых: 

о* 
¥ ( / ) = Jdka<+>(k)F(k, 0 | Ф > + £ VfNfBf(t) |Ф>, (3) 

где F(k, t) и Bf(t) являются с-численными функциями. Функция 
F(k, t) описывает в импульсном представлении эволюцию однофотон-
ного пакета [6]. 

Эволюция изучаемой системы описывается уравнением Шрёдин-
гера, в правой части которого добавляется член 

нач, ПОЗВОЛЯЮ-
ЩИЙ учесть начальные условия методом [7]: 

iJML=Hxp(t) + ib(t)4m4. ( 4 ) 
at 

Подставляя в уравнение (4) выражения (1), (2), (3) для Я, Т н а ч и 
Ч*", получим уравнение относительно функций F(k, t) и Bf(t). Это 
уравнение, в свою очередь, распадается на систему двух уравнений, 
первое из которых описывает систему, состоящую из iV-частиц и фото-
на, и второе описывает эволюцию системы с У-частицей. Переходя к 
энергетическому представлению, в котором 

00 оо 

F(k, f) = - L - Г de-eWu-V F(k, е); Bf(t) =— f de • e"<®»-8> В, (e), 
2n J 2л J 

—00 00 
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получим систему уравнений для функций F(к, е) и Bf(e): 
(е - со) F (к, е) = £ Q{+) (к) Bf (8) е~ £ к х / + / (к), 

f 

(е - ю0) В} (е) = J dkQ(-) (к) F (к, е) eikxf. (5) 

Если кристалл не деформирован, то координата х/ представим а в виде 
xf = ia = {fia,f2a,fza}, 

и для тригонометрической суммы в (5) имеет место формула ^ 

£ в - л - ! = р £ (6> 

f=—ее Z=—oo 

где 
/ 2я \з 2я . f 2я , 2я , 2я , 1 

р - — = — 1 = — — ~ — h i г 
, \ a J. а { a a a J 

/i — целые числа (см. [8]). 
При решении задачи об эволюции однофотонного пакета в 'перио-

дически деформированной решетке можно, введя три величины 
кг ( i = l , 2, 3), описывающие длины акустических волн в каждом из-
направлений х\. 

представить координаты центра f : x } = {x^, xj t] в виде 

х). = V (N'a) + 1{а + А<" sin (t = 1, 2, 3). (7> 

Величины Ai описывают максимальное отклонение центров кристалла 
в направлении осей xi от невозмущенных положений. Целые числа 1\ 
L \ меняющиеся в пределах ( O ^ / ^ i V * — 1 ) и (—оо<1,г '<оо), одно-
значным образом определяют число • 

Формулу (7) можно записать в векторной форме: 

= + + ( 8 ) 

Сумму (6) можно представить в виде 

£ eikxf = £ g ^ ^ p ' j ^ i * £ 6 3 ( k - g L ) , (9) 
/=-» f=~- 1=0 L=-m> 

где 

доказательство см. в Приложении I. 
Если вместо Х/ = /а в (9) положить (8), то для тригонометриче-

ской суммы в (5) имеем 

"JJ Л = р ' 2 е х р { л ( | а + А в 1 и ( - ^ / ) ) } | ] 6 3 ( k - g L ) . 
/=—оо 1=0 L=— оо 
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С учетом обозначений 

1 
ЛГ—1 

/ ( к , A, N) а e x p j f k ( la + Д s in ^ I 
2л 

1=0 
(10) 

В (к, е) = £ Bf(е)е —гкх 

систему (5) перепишем в виде 
(e-co)F(k, е) = Q ( + > ( k ) B ( k , е ) ; + / ( к ) , 

( е - т и ) В ( к , е ) = р £ Q ( _ ) (к + g t ) F (к + g^) / (gi, Д, Л/). 
(П) 

L=—<n 

Точное решение системы уравнений (11) для функции эволюции 
F(к , е) получим методом 'последовательных итераций; оно имеет вид 

pQ 

F(к, е) = f( к) 

Ш ( к ) £ Q ^ k + g J / ^ . A . / V ) 

(е —со) 
+ L=—оо 

/(k + gL) 
( 8 - | k + g L | ) 

(е —со) 8 — ©о • 2 
L=—оо 

Q(k + g L ) l 2 / ( g z , , A , N) 

( e - | k + g L | ) 

(12) 
Прежде чем заняться доказательством теоремы Эвальда—Озеена, 

заметим, что выражение для функции эволюции (12) переходит при 
снятии деформации (т. е. при А*->0) в функцию эволюции однофотон-
ного пакета, распространяющегося в идеальном кубическом кристал-
ле (см. Приложение II) . 

Приступим к анализу выражения для F(к, е). Первый член пра-
вой стороны в (12) описывает начальное излучение, распространяю-
щееся со скоростью света с в вакууме. В этом можно убедиться, если 
перейти от энергетического к временному представлению. Второй 
член, описывающий вторичное излучение, разбивается на две части, 
одна из которых полностью «тасит» начальное излучение и вторая 
описывает излучение, распространяющееся в деформированном кри-
сталле. Для доказательства эффекта погашения приведем обе части 
выражения (12) к общему 'знаменателю и убедимся, что член 
/ (к) / ( е — со) действительно пропадает. Окончательное выражение для 
функции эволюции однофотонного пакета в деформированном кри-
сталле тогда имеет вид 

F(k, е) = ( Б — со) ( 8 Ол 
( e - l k + g j ) / ( g L . A , N ) X 

X / ( k ) ( e —а>0) + p X 

X 

L-ф 0 

Q (-} (k + i L ) / (gL, A, N) (Q(+> (k) f (k + gL) - Q (+ ) (k + gL) f (k)) 
( e - | k + g L | ) 

(13) 

Формула (13) дает возможность сделать следующие выводы о 
вторичном излучении в кристалле: 

а) излучение рассеивается на кристалле, т. е. возникает набор 

16 



волн, распространяющихся в направлениях, отличных от первона-
чального; 

б) скорость излучения в деформированном кристалле меняется по 
сравнению со скоростью излучения в идеальном кристалле (ср. выра-
жения (12) и (II. 1)); 

в) акустическая волна определяет изменение частот излучения, 
несмотря на то, что эффектов, учитывающих движение вещества, в 
теории нет. 

Заключение. В работе показано, что при распространении одно-
фотонного пакета в периодически деформированном кристалле имеет 
место эффект погашения, и тем самым доказана теорема Эвальда— 
Озеена в квантовой теории излучения. 

Более того, приведенное доказательство теоремы Эвальда—Озе-
ена может быть применено для случая произвольно деформированно-
го бесконечно протяженного кристалла, так как любая деформация 
такого кристалла может быть представлена в виде суперпозиции пе-
риодических деформаций, для которых теорема погашения только что 
была доказана. 

Автор выражает глубокую признательность В. И. Григорьеву за 
постоянную помощь и ценные указания при написании данной работы. 

Приложение I. 
Докажем, что имеет место формула (одномерный вариант (9)) 

во N— 1 •. оо 
2я ТП _ппь Y4 „ / 2я £ gikaf = £ е** £ б [k - ^ t ) • (1.1) 

f=— 00 1=0 L=— ОО 

Для этого воспользуемся одномерной суммой Эвальда [8]: 

= ,1.2) 
f=—«О /= — во 

которую можно представить в виде 
оо 00 

£ gi.2rtfef = £ б {k /) . (1.3) 

f=—00 1=—оо 
Заметим, что бесконечную сумму б-функций в формуле (1.2) можем 
представить однозначным образом в виде двойной суммы: 

в® N—1 оо 

Е в ( * - т - ' ) = 2 2 Т - т - ^ - т - ' ) - ( U ) 
/=—оо 1=0 L=—во 

Умножая равенство (1.4) на величину e~ikan, интегрируя по k и учи-
тывая (1.3), получим соотношение 

оо N 1 ОО 09 
Tjp e—i-2ml— ^ ^ e—i-2nNLn—i-2n\n— ft _ 

/=—ео 1=0 L=—оо ' f=—«о 
Делая в этом .выражении замену я-*--—-— и используя сумму (1.2) 

2я 
для суммирования по L, мы приходим к равенству (1.1), что и требо-
валось доказать. 

Приложение II. 
Докажем, что при снятии деформации, т. е. при А->0, выражение 

для функции эволюции однофотонного пакета в деформированном 
2 ВМУ, № 4, физика, астрономия 17 



кристалле переходит в функцию эволюции однофотонного пакета в 
идеальном кубическом кристалле (см. [1]), т. е. формула (12) пере-
ходит в выражение 

PQ(+)(W J ] (k + g/) • 

2я 
/ ( k + — I 

f (k, e) f( Ю 
z=—ее 

(e —со) + 
2я 

k + I a 

(e —to) 8 — (D„ — p « I ' + T ' l 
(H.I) 

2я 
k + I a 

Для этого представим (12) в виде 

F (к, е) /(к) 
1(8-(0) 

+ 
•о 

PQ(+) (к) Y . J 

+ L=—• 

(q) / (q - к, А, УУ) бз ( q - к - L (s — | q |) \ Na 

(8 —CO) 8 —C00 — p 
L=—о (e — I q I) Na 

(И.2) 

Если в этом выражении положить Л = 0, расписать функцию 
/(q—k, A, N) соответственно (10) и воспользоваться формулой (9), 
то (II.2) можно записать в виде 

(8 —СО) 

pQ (+ )(к) £ 

+ ОО 

(8— со) Е — С00 — р 
(8—lq| 

После выполнения интегрирования по q приходим к формуле (II. 1), 
что и требовалось доказать. 
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