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Задача о прохождении через резонанс колебательной системы ча-
сто встречается в механике [1], радиофизике [2], в спектроскопии 
Я М Р [3, 4] , квантовой электронике [5]. | Математический анализ этой 
задачи приводит к дифференциальным уравнениям с переменными ко-
эффициентами, интегрирование которых, |как правило, возможно лишь 
приближенными - методами. В ЯМР и квантовой электронике большой 
интерес представляет случай так называемого «быстрого адиабатиче-
ского прохождения» через резонанс, котЬрое сопровождается инвер-
сией населенностей уровней спиновых систем [3—5]. 

В настоящем сообщении исследовано! прохождение через резонанс 
спиновой системы, описываемой уравнениями Блоха, при специальном 
задании внешних полей, что позволяет найти точное решение этих 
уравнений во вращающейся системе координат (ВСК) [6]. Рассмот-
рим в качестве исходных следующие уравнения: 

mx = Qzmy~ymx, 

ту= — Qzmx + &хтг ~ vmt/> ( 

тг = — Q,my — v (rrtz — 1), 

где mX!y!Z = MXtViZ/M0, MXtViZ— компоненты вектора намагниченности, 
М0 — равновесная намагниченность, 'Sii = yHi/m0\ Нх, Hz — зависящие от 
времени компоненты внешнего поля, Т — время релакса-
ции, точка обозначает производную по безразмерному времени т = 

Зададим ;й2, й х в одной из следующих форм: 

й г = 1 — йд cos й0т, й х = 2Й 4 sin й0т cos т; (2a) 

Qz = 1, = 2 Йл sin Й0т cos [т + — sin Q0x\, (26) Y ^o / 

где Qo-Cl. После перехода в ВСК по обычным формулам 
тх = м cos Фа,б — v sinQa>6 , ту — — и 8й?фа,б — £>cos<Da,6 , m2=mz 

= Т, Фб = X + — - Sin Q 0 t J , 

и отбрасывания быстро осциллирующих членов система (1) преобра-
зуется к виду 

и = Qav COS Й 0 Т — vu, 

V = — йдМ COS Й0Т — 0,Atnz s in й 0 т — vv, (3) 

mz = Qav sin й0т — v (mz — 1). 

Таким образом, на систему спинов в ВСК действует поле с ам-
плитудой 'йд, вращающееся в плоскости и, mz с постоянной угловой 

32 



скоростью Q0. Преобразование переменных, совмещающее ось z2 но-
вой системы координат с вектором действующего поля, 

и = их cos Q0T — sin а + mZ2 cos a) sin Q0T, 

v = г^соза — mZ2 sin a , (4) 

т г = % sin fi0T + (vt sin a + т2г cos a) cos й0т, 

где tga=:Qo/'^A, приводит (3) к линейной неоднородной системе урав-
нений с постоянными коэффициентами: 

щ. = йэффу1 — VMi + v sin Q0T, 

• v t = — йэфф^—vyx + v sin a cot fi0x, 

mZj = — vmZi + v cos a cos Q0r, 

(йэфф = $ — длина вектора действующего поля),общее реше-
ние которой находится без труда. 

Это решение описывает затухающую с постоянной времени v - 1 

нутацию намагниченности с частотой йэфф, которая наложена на бо-
лее медленное периодическое движение с частотой Qo-

Возвращаясь в ВСК с помощью формул (4), получим 

и = g-vx [ Q (Цп (ЙэффТ + cos й0т — sin a cos (йэфт + sin Й0т)— 

— С2 cos a sin ад + - j - [(с — g sin a vb cos2 a) + (c + g sin a + 

+ vfrcos2 a )cos 2й0т + (d — /sin a — vacos2 a ) sin2Q0t], . (5) 

v = e~vr [Cx cos a cos (й э ф фт + tJ^) — C2 sin a] + cos a [(/ — va sin a) cos й 0 т + 

+ (g — vbsta a) sin Q0t], 

mz — e~vx \Cy (sin a cos (йЭффт + tpj) cos £20т + sin (й э ф фт +115!) sin Q0T) + 

+ C2 cos a cos Q0T] + ~ [(d -f / sin a + va cos2 a) + (— d + / sin a + 

+ va cos2 a ) cos 2й0т + (с + g sin a + vb cos2 a) sin 2 Ц>т]. 

Здесь Сi, г|)ь С2 — произвольные постоянные; остальные коэффициен-
ты, характеризующие установившееся движение, выражаются фор-
мулами • 

va = (l + xg)-1, vb ~ (1 +Х 2)- 1 , c = 2x 0x2D-i , d = (1 + х2
фф + 3x2)D-i, 

/ = х 0 ( 1 + З х 2
ф ф + ^ ) ( х э ф ф О ) - 1 , 

£ = - х2 ( 1 -{- Х э
2

ф ф + х2) (хэфф£>)-\ D - (1 + X 2 )2 + 4х2, хл = QJV. 
Точное решение (5) позволяет исследовать форму сигналов ЯМР 

и зависимость продольной намагниченности mz от времени при произ-
вольных значениях iQa, Йо, v как в установившемся, так и в переход-
ном режимах при различных начальных условиях. 

В качестве примера приложения полученных формул рассмотрим 
условия, при которых прохождение через резонанс сопровождается 
инверсией вектора намагниченности. Прежде всего заметим, что фор-
мулы (5) содержат следующие выражения': 

— C2e~vx cos a sin й0т, — C2e^VT sin a, C2e~vx cos a cos й0т, 
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определяющие парциальную намагниченность отад, проекция которой 
на плоскость и, тг вращается синфазно! с полем, действующим в ВСК 
(см. (3)) . Инверсия т а д происходит в; моменты времени тп = шт/йо, 
независимо от того, в каких количественных соотношениях находятся 
между собой ха И Х0. Инверсия полного вектора намагниченности за-
висит от соотношений этих параметров, поскольку они определяют ве-
личину остальных членов, входящих в выражение для rriz. Пусть в на-
чальный момент т = 0 u(0) = v ( 0 ) =0 , in%(0) ~ 1. Тогда Ci sin-фх = —-с, 
Ci cos = sin а—/ , С г = ( 1—va) cos а. 

В момент времени TI = JI/QO имеем: 
т г (тх) = — е-*'*°[(sin2 а cos + cos2 а) — / sin а cos Q m x x + 

+ с sin a sin Q ^ t j — va cos2 a] If / sin a + va cos" a. (6) 
Формулу (6)_можно дополнительно упростить, положив !Йэфф = 2О0 

(т. е. Qa = Y3^o, а=зх/6). Теперь mz(x\)\ будет зависеть только от х0. 
Эта зависимость представлена ниже. 1 

Х0 1 2 3 10 20 ;• 30 40 50 60 80 

m z ( t j ) 0,65 0,25 —0,20 —0,67 - 0 , 8 3 -i—0,89 - 0 , 9 2 —0,94 —0,95 - 0 , 9 6 

С ростом х0 rnz{xi) изменяет знак при щ—3 и затем стремится к 
mz(x\) (полная инЁерсия).. Таким i образом, при |£2Эфф = 2й0 для 
создания инверсии, близкой к полной, Достаточно выполнить условие 
«быстрого 'прохождения» через резонанс: х-о^л. Инверсия может быть 
достигнута и при выполнении обычного [условия адиабатичности [3]: 

о, (а—0), но для этого требуются более сильные поля йд, чем в 
случае <>Эфф = 2£>0. -

Автор признателен Ю. Е. Дьякову за полезные обсуждения. 
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Изучение взаимодействия гравитационных волн с электрическими 
и магнитными полями постоянно находится в центре внимания раз-
личных исследователей [1—4], так как эти процессы в принципе дают 
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