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Ширина этой функции определяется величинами Api,2, зависящими от 
смещения атомов за время взаимодействия света со средой. Для типич-
ных параметров систем О В Ф на парах щелочных металлов (/ = 5 см, 
и= 10 4 -М0 5 см/с , yi = Ю 7 с , Y2 = 5-10 7 с, 105 см"1 , t30= 10~8 с ) A P l —Ар 2 — 
— 10~3-т-10 -4 см. При т = 0 именно эта величина определяет предельную 
разрешающую способность системы. 

Разрешающая способность системы нестационарного О В Ф ограни-
чивается не только рассмотренным здесь эффектом Доплера, но и рас-
ходимостью волн накачки ! [6 ] . Если их угловой спектр определяется 
дифракционной расходимостью на входной апертуре, то соответствую-
щий вклад в ширину функции разброса будет того же порядка, что и 
Арi;2 при диаметре пучков около 1 мм. 
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С Т Р У К Т У Р А Х А О С А ПРИ В О З Б У Ж Д Е Н И И Н Е Л И Н Е Й Н О Г О 
О С Ц И Л Л Я Т О Р А Г А Р М О Н И Ч Е С К О Й В Н Е Ш Н Е Й С И Л О Й 

Н. И. Желудев , В. А. Макаров, А. В. Матвеева, Ю. П. Свирко 

(кафедра общей физики и волновых процессов) 

1. Исследование колебаний ангармонического осциллятора с перио-
дической внешней силой (ВС) представляет значительный интерес для 
многих областей физики. Его поведение в приближении кубической 
нелинейности определяется уравнением 

х-\-ах-\-х—YX3=COSO)/, (1) 

которое, например, хорошо описывает работу нелинейных колебатель-
ных контуров. В оптике ангармонический осциллятор широко исполь-
зуется в качестве наиболее простой модели взаимодействия связанных 
зарядов с полем электромагнитной волны для расчета нелинейной по-
ляризации среды. 

В последние годы многие нелинейные уравнения интенсивно иссле-
довались численно. В ряде случаев были обнаружены решения с непре-
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рывным спектром [ 1 — 7 ] , внешне воспринимающиеся как хаотические. 
Переход к ним (при изменении параметров системы) происходит через 
бесконечную последовательность удвоений периода колебаний. 

Уравнение (1) при y > 0 ранее решалось только на аналоговой ма-
шине [2 ] , не дающей большой точности. В данной работе впервые сооб -
щаются результаты анализа решения (1 ) , полученного методом числен-
ного интегрирования, при различных положительных параметрах нели-
нейности у. Детально исследованы частотные границы и тонкая струк-
тура области динамического хаоса, найдены интервалы частот Дсоh,n, 
на которых период колебаний составляет k-2n периодов ВС (k = 
= 1, 3, 5 , . . . ; п = 0, 1, 2, 3 , . . . ) , обсуждается параметрическая гипотеза 
возникновения движения с непрерывным спектром. 

2. Для конкретных а и у нами исследовалось изменение фазового 
портрета и установившегося спектра решения ( C P ) при адиабатиче-
ском уменьшении со, что по существу воспроизводило решение (1) на 

со 

Рис. 1. Частотные границы областей 
умножений периода колебаний и об-
ластей динамического хаоса. Интер-
валам 1—3 соответствуют каскады 

со/2", с о / ( 3 -2 и ) , ш / ( 5 - 2 » ) 

Рис. 2. Амплитудный спектр реше-
ния — динамический хаос (со — 
= 0,58846) (а) и режим пятикратно-
го увеличения периода (со = 0,5861) 

(б) 

аналоговой машине [2 ] . Для численного интегрирования (1) использо-
валась традиционная разностная схема четвертого порядка точности. 
Выбор шага по времени производился из условия обеспечения точности 
расчетов порядка 10_6. В ходе численного эксперимента контролирова-
лась устойчивость получаемых результатов к уменьшению шага раз-^ 
ностной схемы более чем на порядок, а также к увеличению длитель-
ности временной развертки, на базе которой проводилось вычисление 
СР. Кроме этого, в отдельных частотных интервалах сравнивались ре-
зультаты, даваемые различными модификациями разностной схемы 
четвертого порядка. Все это позволило с высокой точностью определить 
A(Ok,n и области динамического хаоса. Критерием последнего служило 
резкое возрастание пьедестала в выводимом C P (в среднем до 90 д Б ) . 

Обнаружено, что режимы удвоений периода колебаний и хаотиче-
ское движение ангармонического осциллятора возможны в узком час-
тотном интервале, если у больше некоторой критической величины уь, 
являющейся функцией затухания в системе (рис. 1, а = 0,4, Yfe = 0,058) . 
При у<уь вне зависимости от частоты ВС имеют место только периоди-
ческие решения. 
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Характер перехода системы в хаотическое состояние качественно 
одинаков для поэтому для определенности будем считать у — 
= 0,061. При приближении к заштрихованной области справа в C P 
резко возрастают амплитуды четных гармоник. Дальнейшее уменьше-
ние со (область со/2п, см. рис. 1) сопровождается каскадом удвоения 
периода колебаний. В C P появляются субгармоники со/2, со/4,..., со/2", 
при со<0,5895 изменение x(t) носит хаотический характер (рис. 2, а). 

При дальнейшем уменьшении оо внутри заштрихованной области 
рис. 1 впервые для данного уравнения обнаружены интервалы частот, 
где решение вновь становится периодическим, но возникают более 
сложные последовательности умножений периода колебаний. Так, при 
0 , 5 8 8 5 > ю > 0 , 5 8 8 2 на фоне достаточно высокого пьедестала возникает 
каскад 3-2п: в CP постепенно появляются субгармоники со/3, со/6,..., 
сй / (3 -2 п ) . При меньших значениях со изменение x(t) носит хаотический 
характер. Новая область периодичности 5, 10, 20, . . . , 5 -2 " периодов В С 
появляется при со<0,58615, а затем опять наступает динамический хаос. 
На рис. 2; б показан CP, соответствующий пятикратному (по сравнению 
с В С ) увеличению периода колебаний. Зафиксирована небольшая об -
ласть, где период колебаний составляет 7, 14,.. . (каскад 7 - 2 п ) перио-
дов ВС. 

Величина частотного интервала Acoi,n чувствительна к росту у. При 
-у — 10 - 1 у ж е первые члены последовательности а п — Acoi,n/Acoi,n+i близки 
к константе а00 = 4,669 (4,25; 4,33; 4,40; 4 ,46) , введенной Фейгенбаумом 
для значительно более простого уравнения ' [8 ] . При больших у отличие 
более существенное. 

Описанная картина изменения CP существенно не меняется при 
других а . С ростом поглощения расширяются частотные интервалы, 
где происходят удвоения периода колебаний и хаотическое движение 
ангармонического осциллятора, возрастает уь(а). Так, например, 
yh (0,2) =0 ,015 , a Y f t(0,6) =0 ,178 . 

3. Одной из возможных причин возникновения решений уравне-
ния (1) с непрерывным спектром является параметрическое усиление 
шума, возникающего в процессе решения. Проиллюстрируем это сле-
д у ю щ и м образом. Будем искать решение (1) в виде 

x(t) =Xo(t)exp(mt) + Xi(t)exp(i(Oit)-\-X2(t)exp(i(£>2t) + к . с. (2) 

Здесь — медленные амплитуды, coi+co2=2co. Условие парамет-
рического усиления на кубической нелинейности, обеспечивающее рост 
в CP компонент на частотах coi,2, находим, подставляя (2) в ( 1 ) : 

a 2 < ( 3 Y | % o | 2 ) 2 / ( w i c o 2 ) —.со2(1~С01С02—6Y|XO[2)2/(COICO2)2, ( 3 ) 

где |лго|2 задается уравнением 
4|х 0 | 2 ( (1— со2— 3Y|*o|2)2 + a2co2) = l . (4) 

Нелинейность обогащает новыми гармониками спектр усиленного ши-
рокополосного шумового сигнала. Разумеется, непосредственное срав-
нение вычисленных по формулам (3 ) , (4.) частотных интервалов с ре-
зультатами численного эксперимента требует учета в (2) большого 
(бесконечного) числа нечетных высших гармоник, а также других пара-
метрических процессов. 

В заключение отметим, что описанный механизм имеет место толь-
ко в том случае, если в системе есть шум с достаточно широким спект-
ром. Хаотическое изменение л;(/) установлено пока в численном и ана-
логовом экспериментах, где его наличие несомненно. Качественное сов-
падение данных работ ![2] (а = 0,4; у = 0,053) с отдельными нашими ре-
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зультатами свидетельствует о том, что природа шума не влияет на 
закономерности изменения CP, которые определяются, видимо, самим 
уравнением. 

Авторы глубоко благодарны С. А. Ахманову, В. А. Выслоуху, 
В. П. Кандидову, П. С. Ланде, М. И. Рабиновичу за полезные обсуж-
дения и Ю. И. Кузнецову за ценные критические замечания. 
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К А Ч Е С Т В О ПУЧКА ПРИ П Р О Х О Ж Д Е Н И И Ц Е Л Ы Х Р Е З О Н А Н С О В 
В Ц И К Л О Т Р О Н Е 

Л. А. Саркисян, Т. А. Чернышенко 

(НИИЯФ) 

Повышение энергии протонов и ионов свыше с,о на нуклон в 
кольцевых изохронных циклотронах связано с прохождением ряда 
целых резонансов по свободным радиальным колебаниям Q r — 2, 3, 4, . . . 
[1, 2 ] . Обычно прохождение целых резонансов в ускорителях связы-

валось с искажением замкнутой орбиты и значительным послерезо-
нансным увеличением амплитуды свободных радиальных колебаний 
частицы. Устоявшаяся точка зрения [3, 4] состояла в том, что в ста-
ционарном режиме ( Q r = c o n s t ) в линейной системе искажение замк-
нутой орбиты бесконечно (частица резонанс не проходит) и нелиней-
ность не может ограничить искажение орбиты в резонансе, создавая 
лишь новые проблемы. В силу этого считали, что достижимая энер-
гия протонов в циклотроне ограничена целым резонансом Qr = 2 (энер-
гия не более Е0) [3, 4 ] . 

Такая точка зрения принципиально неприменима к изохронному 
циклотрону, так как частота Q r ^ y = 1 + WfE0 естественным образом 
возрастает в процессе ускорения (движение нестационарно) и суще-
ствует сильная и сложная нелинейность, приводящая к неизохронно-
сти движения и силе трения, пропорциональной при больших скоро-
стях квадрату скорости (энергии Е0 соответствует скорость р = 0,86) 
[5—7] . В работе [5] впервые на основе численного моделиро-

вания по полным (нелинейным по г и г') уравнениям движе-
ния было установлено, что прохождение протонами наиболее опасно-
го целого резонанса Qr — 2 сопровождается лишь конечным искаже-
нием замкнутой орбиты при сохранении эмиттанса пучка. 

В магнитном поле с пространственной вариацией неоднородное 
нелинейное уравнение свободных радиальных колебаний имеет вид 

+ Qrox + — — sin (г/к — Мр) — х'2 = — res cos scp. (1) 
6 X 3 2 г 
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