
г Измерений группы быстрых времен ( ^ 3 ) проводятся при т = 0 . 
Вектор поляризации поля по-прежнему повернут на угол ф0 по отно-
шению к EI;2. Перестройка частоты 003 относительно со 1,2 приводит к 
спаду нелинейного отклика: . 
Р3 (Ф 0 , АСО) — (yL - ! - Y 3 + Y E — IACO)- 1 Г ( y t — I A O ) - 1 + ( Y I + Y B — TACOJ-

V ' l ' ' • '•'• Y2 

Численное определение оставшихся неизвестными времен релаксаций 
проводится аналогично методике работы [2] . -
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ЧАСТОТНО-ИЗБИРАТЕЛЬНОЕ ВОЗДЕЙСТВИЕ НА НЕЛИНЕЙНЫЕ 
•I. ВОЛНЫ В АКУСТИЧЕСКОМ РЕЗОНАТОРЕ. г 

В. Э. Гусев у 

(кафедра общей физики и волновых процессов) 

В последние годы появилось новое направление в исследованияхв 
возможностей подавить каскадные процессы перекачки энергии вверх" 
по спектру, которые приводят к эффективному поглощению интенсив-
ных волн в нелинейных средах без дисперсии. В первую очередь .речь 
идет об изучении эволюции нелинейного звука в среде с резонансным 
поглотителем [1—3]. Установлено, что в простейшем случае дополни-
тельное поглощение второй гармоники приводит к увеличению длины 
образования разрыва в акустической волне,,[3]. В более общем случае 
путем селективного поглощения ряда комбинационных частот можно 
повысить эффективность избранного параметрического процесса. В ра-
боте [3] развит математический аппарат для расчета волновых вза-
имодействий в средах при наличии распределенного поглотителя. Од-
нако получить точное аналитическое описание эволюции волны в сво-
бодном полупространстве не удается. Кроме этого, остаётся открытой 
проблема практического создания нелинейных сред с заданными дис-
сипативно-дисперсионными свойствами. 

В . настоящей работе изучаются возможности, управления процес-
сом растекания .энергии по спектру при установлении нелинейных ко-
лебаний акустического резонатора>. Показано, что при определённых 
условиях любое пространственно-локализованное воздействие на 
.спектр акустической волны, осуществляемое в резонаторе, играет та--
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кую; же роль; какую при распространений волны в полупространстве-
играет непрерывно-распределенное - воздействие. Тем самым в ряде; 
случаев можно "обойти проблему создания сред -с необходимыми объ-
емными свойствами, используя резонаторы с определенными свойства-
ми границы. Отметим, что в отличие от случая свободного распростра-
нения волн [3] для резонатора физический, смысл имеет исследование 
стационарных волн, что позволяет упростить математическую задачу 
и продвинуться дальше по пути точного аналитического описания не-
линейных волновых процессов в. средах Со- сложными диссинативными 
свойствами. 

Обратимся к изучению процесса у с т а н о в л е н и я нелинейных коле-
баний в резонаторе с жесткими границами, расположенными в плос-
костях х' = 0, L (L — длина резонатора, х' — пространственна^ коор-
дината) . Пусть, для определенности, резонатор возбуждается гармони-
ческими колебаниями идеально отражающей границы x ' ~ Q : 

u ( x ' = 0 ) =V\ sin со/. - (1) 
Здесь Vi — амплитуда колебательной скорости, <о — частота. Частот-
но-избирательное воздействие на распространяющиеся в резонаторе-
акустические волны будет осуществляться при их взаимодействии 
с границей JC'=L, которая имеет зависящий от частоты коэффициент 
отражения R и кроме этого может совершать колебания сложной фор-
мы Vbidit) с периодом основных колебаний. То есть в спектре колеба-
ний границы x ' = L содержатся только компоненты яо> (п — целое-
число). 

Процесс стабилшации профилей нелинейных волн в резонаторе 
можно представить Следующим образом. П^сть в момент времени £ = 0 
акустические волны начинает излучать поршень, расположенный 
в плоскости xf — 0. Эволюция профиля волны при ее распространении 
до границы x'=L описывается уравнением простой волны [4]: 

dv е dv n / о ч v — = 0, (2> 
дх >2 дх с0 

где е — нелинейный параметр, с0 — скорость звука, х — пространст-
венная координата в направлении распространения волны, т= t—x/c 0 — 

" сопровождающая координата. При отражении от границы x ' = L спект-
ральные; компоненты £К") акустической волны скачком изменятся: 

- ,${п)(х=£+0) = ( п ) - L—0)—Vi± n ) . (3) 

Здесь R n =R(nod) — коэффициент отражения /г-й гармоники волны, 
— спектральные компоненты колебательной скорости границы 

x ' = L. Отметим, что х — координата, вдоль которой отсчитывается 
расстояние, пройденное волной; х=х' только при 0 < x ' < L . Соотноше-
ние (3) справедливо для синусных и.косинусных компонент колебаний 
по отдельности: 

^ vin) = — \v(x, t) sin nat • d (a>f), 
я, j 

• о 

• = _L J 0 (x, t) cos rmt • d (at), (4) 
о • . - . • • • : . - • • 

• ' • •. • ч=1 
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Так как в исследуемом приближении слаболинейных волн встречные 
волны не взаимодействуют [4] , то дальнейшее распространение волны 
до границы л/ = 0 (x'=2L) описывается уравнением (2). При отражении 
же от этой границы, в силу (1), скачком увеличивается лишь синусная . 
компонента основной частоты: 

v (x^2L+Q) = v (x=2L—0) + Vi sin со/. (5) 

Далее процесс повторяется. 
Следовательно, в системе координат,,в которой направление волны 

не изменяется, эволюция профиля волны описывается уравнениями 

dv г vJtL = о, Ltn <*< L(m + 1), т = О,1, 2, . . 
дх г2 дх 

0 : • ' 

v(x = 2Lm -}- 0) =--v(x = 2Lm — 0) v1 sin W, (6) 
y(n) [x = L(2m + 1) + 0] = Rnv(n) [x = L ( 2 m . + 1) — 0 ] — v f \ ' 

с граничным условием-v (*<0) = 0 . Последнее соотношение задачи (6) 
удобно, воспользовавшись определением (4), переписать в виде 

v[x = L(2m+ 1) + 0J =• v [х = L (2т + 1) — 0] — vL (Ш) — 

£ ( 1 — { y f [х - L (2т + 1) — 0 ] s i n nat + 
n=l 

Г(П) + v(c [х — L (2т + -1) — 0] cosna t } . (7) 

Используя свойства б-функции, систему ^уравнений (6), (7) мфкно 
свёсти к рдному уравнению с источниками: " / 

* • ' • "ОО 
dv dv v-~ = v1 sin б (x — 2Lm) — \vL (at) + 
dx dx 

m—0 

00 1 00 % 

+'£ ( l — R J s l n n a t + cosnco^J j j б [X — L(2m 1)]. (8) 
n= 1 m=0 - • • 

Вблизи линейного* резонанса L = n(k + A)co/(a, где к — целое, | Д | <Cl, 
используя периодичность функций во времени, можно сделать пре-
образование sin to/->sin (<от+ nAx/L), vL((i>t) ( с о т + л А х / L ) , 
c o s n v i t - ^ i — l ) n k c o s n ( ( o x + j i A x / L ) и т. д. Д л я дальнейшего анализа 
удобно ввести следующие безразмерные переменные: v = v/v0, т = ю т , • 
х=х/1, где v0=vi(2lp/L)1/2 — характерная амплитуда стационарной 
волны в резонаторе при идеальной неподвижной границе x ' = L \ /р== / 
==c0

2/(e©fi) — длина образования разрыва в волне, излучаемой коле-
баниями стенки х ' = 0 ; а I — некоторое характерное расстояние, на ко-
тором существенно искажается профиль волны в резонаторе. Тогда 
уравнение (8) принимает вид 

dv I f 2/р \ i/2 _ dv ( L \ 1/2 
ДХ L \ L J ДХ \ 2/р J АЛ \ I ) 

- . т=0 
00 ' .'••'' 

— ^vL(x' + nk) + ^ s i n m r ' - f О с а д я т ' ] } x • 
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X 

00 

m~0 
( 2 m + l ) ] , (9) 

т' = т + яАлг/L. 

Здесь и далее vsW и определяются соотношениями (4), в которых 
произведена замена (х, t ) . Если искажения волны на 
длине резонатора малы: 

' - , / > L , ( 1 0 ) 

то в правой части (9) можно от суммирования по т перейти к интег-
рированию по переменной 2mLfl и получить следующее упрощенное 
уравнение: 

dv I 
дх It 

2L 1/2 dv 
V—— 

. дх 
I 

ZL 2/ р ) 

1/2 
sin т' — 

{W(V + Шг) + £ sln/гт' + y f созпт*]}. (11) 

Таким образом, при описании медленно-меняющегося на расстоя-
ниях порядка L профиля акустической волны «гребенка» 6-источников 
может быть заменена источниками конечной интенсивности, непрерыв-
но распределенными Bi пространстве^ С физической точки зрения можно 
утверждать, что при выполнении условия (10) возбуждение акустичес-
ких волн в резонаторе колебаниями стенок подобно генерации звука 
в свободном полупространстве распределенными источниками, движу-
щимися с трансзвуковой ^коростью [4, 5] (первые' два члена в правой 
части (11)). Сравнение (11) с уравнениями работы [3, 6] показывает, 
что использование неидеальной границы ( R n ^ l ) эквивалентно соз-
данию в объеме резонатора среды с коэффициентом поглощения, л-й 
гармоники, равным уп = (1—i?«)/2L' (остальные слагаемые в правой 
части). Отметим, что уравнение (11) может быть получено более фор-
мальным математическим методом [4], однако вывод •уравнения, при-
веденный в настоящей работе, обладает большей физической нагляд-
ностью. - • •. 

В качестве примера использования развитого математического ап-
парата исследуем возможность повышения амплитуды первой гармони-
ки и добротности резонатора путем селективного воздействия на. вто-
рую гармонику. Сначала изучим влияние на процессы перераспреде-
ления энергии по спектру резонансного поглощения второй гармони-
ки. В силу уравнения (11) профиль,. стационарной оо) .волны 
в случае vLmO, Д = 0 , при пф2 удовлетворяет соотношению 

dv 
~дх. 

=="— — sin т -f-
4 

1Р 
In 

L 

2L 
1/2 o f sin 2т. 

In 1 — коэффициент поглощения второй гармоникй, 

(12) 

который 
коэффи-может учитывать и объемное поглощение: / п

- 1 — у г у 2 v ' . 
циент объемного поглощения второй гармоники [3, 6]. 

Решение уравнения (12), удовлетворяющее условиям равенства 
нудю среднего значения v за период прршня [7, 8] и отсутствия удар-
ных волн разрежения, имеет вид ' 

С 0 8 - | - ( l + П& ( 2 ) — т Х 1 / 2 v = sign (т — 2яр) sin? — 
2 (1.3) 

( 2 р — 1 ) я < т < ( 2 р + 1 ) я , р = 0 , ± 1, ± 2 1 ± . . 



Таким образом, в выбранных нами переменных профиль волны зави-
сит от единственного безразмерного параметра Tl=4(2lpL/l„2)1/2. Ис-
пользуя (4) и синус-преобразование Фурье (13), мы при п = 2 полу-
чаем неявную зависимость амплитуды второй^ гармоники y(2)==c>s(2) от 
введенного параметра П: 

V = 
1 (1 + n W . / ш ™ у / 2 

m I - -v 
\ 1+ш< 2 >; 

arcsm Пv (2) 1 
я (Ш<2>)2 [ (ГЪ (2>)х '2 \ 1 + ГЪ(2>, 

После того как с помощью (14) найдена зависимость гИ2ь 
(рис. 1), ре'шение (13) явно, описывает профили нелинейной волны 

z^lgQ/Q, 
8 -

Рис. 1. Зависимости безразмерных 
амплитуд гармоник и добротности 
резонатора от параметра П: 1 — 
г>(1), 2 — ^(2), 3 — 9<3>, 4 — 

lg Q/Qo 

Рис. 2. Стационарные про-
фили бегущих волн: П = 
= 0 ( / ) ; 6,4 (2); 105 (3) и 

2380 (4) 

в среде с селективным поглощением при различных значениях пара-
метра П (рис. 2). Его спектральное разложение позволяет определить 
амплитуду любой частотной компоненты, например-: 

4 v п<^>)> > _ + j L _ _ : • <i5) 
Ззх 2П 3лГкГ<2> 

На рис. 2 представлены построенные с помощью решения (14), 
(15) зависимости амплитуд трех первых гармоник и добротности ре-
зонатора Q/Q ( П = 0 ) = 1 -f (Ш<2>)/4 от параметра П. Таким образом, 
с увеличением поглощения второй грамоники амплитуда первой гар-
моники и добротность резонатора растут, амплитуды остальных спект-
ральных компонент падают. В случае П^>1: 

V ~ 
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Итак, установлено, что введение дополнительного поглощения второй 
гармоники хотя и открывает новый канал потерь энергии в резонаторе,,, 
вместе с тем настолько затрудняет процесс перекачки энергии вверх 
по спектру (где она в .основном диссипирует), что в результате энер-
гия, накапливаемая в резонаторе, возрастает. 

Отметим, что полученные результаты точны, если выполняется ис-
пользованное при выводе упрощенного уравнения (11) условие (10). 
В рассмотренной выше задаче I является характерным расстоянием, 
на котором • может существенно исказится при свободном распростра-
нении волна вида (13). Математически I можно оценить как длину 
образований разрыва в гармонической волне соответствующей ампли-
туды. . Анализ показывает, что (10) устанавливает верхнюю границу 
значений пар^йетра П, при которых справедливы асимптотики (16): 
П < ( У I)*/*. . . . . г - ;л • 

Другим приложением развитого математического аппарата может 
служить, исследование активного гашения второй гармоники в нелиней-
ной волне. Этого можно добиться, излучая с границы x' = L вторую 
гармонику в йротивофазе ко второй гармонике, рождающейся при не-
линейном искажении волны, излучаемой с границы л /=0 , Полагая 
в уравнении (11) х - ^ о о , = ^ ( © ф sin получаем 

, <; " = — L S i n t + U - ( Щ 1/2 v2 s in 2 т . / • • ( 1 7 ) 
дх 4 , ! 2 \ 2L ) 2' „ v ' 

Анализ уравнения (17) показывает возрастание амплитуды _ первой 
гармоники при с 2 > 0 , на что указывает и некоторая математическая' 
аналогия уравнений (12), (17). Этот процесс можно трактовать как 
параметрическое усиление основной гармоники в поле волны удвоен-
ной частоты [9]..Укажем,что источники в правой части уравнения (17), 
в отличие от (12), не зависят от параметров волны; т. е. являются за-
данными. Это позволяет исследовать процесс параметрического взаи-
модействия акустически^ волн в резонаторе в нестационарных услови-
ях, при произвольном сдвиге фаз между колебаниями границ [9]. 

В заключение автор выражает благодарность О. В. Руденко и 
участникам • руководимого им семинара за полезные обсуждения этой 
работы. i v 
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