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В последнее время в связи с разработкой систем автоматизиро-
ванного проектирования различных устройств, применяемых в техни-
ке сверхвысоких частот, все большее значение приобретают методы 
математического моделирования, на основе которых создаются эффек-
тивные численные алгоритмы и программы расчета на ЭВМ СВЧ-
устройств. 

Широкий класс задач позволяют решать прямые проекционные 
методы. Одним из таких методов является неполный метод Галерки-
на [1], сводящий исходную задачу для уравнений в частных произ-
водных к краевой задаче для системы линейных обыкновенных диф-
ференциальных уравнений. Вместе с тем численный эксперимент по-
казал, что использование этого метода для решения несамосопряжен-
ных краевых задач встречает определенные трудности вычислительно-
го характера, вызванные тем, что получаемые системы обыкновенных 
дифференциальных уравнений не всегда являются разрешенными от-
носительно производных. 

Предлагаемый в данной работе проекционный метод является 
обобщением неполного метода Галеркина на комплексное простран-
ство с псевдоскалярным произведением. На основе' проекционных со-
отношений строится приближенное решение в виде линейной комбина-
ции ортогональных в рассматриваемом пространстве комплексных 
функций с коэффициентами, определяемыми как решение соответ-
ствующей краевой задачи для системы обыкновенных дифференциаль-
ных уравнений, разрешенных относительно производных. 

Проиллюстрируем построение численного алгоритма, основанного 
на предлагаемом методе, на примере решения задачи о расчете мат-
рицы рассеяния нормальных волн неоднородным диэлектрическим за-
полнением на конечном участке длины плоского волновода с импе-
дансной границей. 

1. Математическая постановка задачи. Рассмотрим волновод, об-
разованный двумя параллельными плоскостями д;=0 и х=\. Считаем 
электромагнитное поле не зависящим от координаты у (плоский слу-
чай). Пусть среда, заполняющая волновод на конечном участке его 
длины характеризуется диэлектрической проницаемостью, 
которую будем считать кусочно-непрерывной комплексной ф,ункцией 
г(х, z). Вне этого участка диэлектрическая проницаемость е = 1 . Маг-
нитная проницаемость j x = l . Будем предполагать, что поле возбуж-
дается нормальной волной номера щ, падающей из —с»; процесс воз-
буждения колебаний считаем установившимся, при этом поля перио-
дически меняются со временем по закону е~ш, где <а = 2яс/А0=&с, k — 
волновое число, с — скорость света в пустоте. Считаем нижнюю гра-
ницу х=0 идеально проводящей, а верхнюю х=1 импедансной (в об-
щем случае с комплексным импедансом). 
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В этом случае поле волновода представимо в виде двух незави-
симых типов Я- и f-волн. Ограничимся рассмотрением Я-волн. 'В этом 
случае все компоненты электрического и магнитного полей вы-
ражаются через поперечную компоненту электрического поля, кото-
рую обозначим через и(х, г). Для ее нахождения получаем следую-
щую математическую задачу. 

Требуется найти решение уравнения Гельмгольца 
Дм(х, z)+k2s(x, z)u{x, z)= 0 (1) 

в области D = { 0 ^ . x ^ l , O^z^d] , удовлетворяющее граничным усло-
виям 

и |лг=о = О, + hu 
дх = 0, (2) JC=1 

где h — комплексная величина, определяемая через заданный поверх-
ностный импеданс; условиям сопряжения, заключающимся в требова-
нии непрерывности и(х, z) на линиях разрыва функции e(x, z) и не-
прерывности производной dujdz при 2 = 0 и z = d, а также условиям 
излучения, обеспечивающим отсутствие волн, 'Приходящих из беско-
нечности, за исключением падающей. 

Для построения численного алгоритма решения задачи последние 
условия удобно сформулировать в форме парциальных условий из-
лучения [2] : 

и (х, 2) = AelV ХПо (х) + £ Rne~tv"z Хп (х), г < 0, 
п=1 \ 

(3) 
00 

>u(x'z) = E Tneivnz Хп(х), z>d, 
п=1 

где А — амплитуда нормальной волны номера п0\ Rn и Тп — неизвест-
ные коэффициенты отражения и прохождения, подлежащие определе-
нию; {Х п (х ) } — система комплексных собственных функций несамосо-
пряженной задачи типа Штурма—Лиувилля 

Хп(х) + К2пХп(х) = 0 (0 0 < 1 ) , 
Хп(0)=0, Хп(1) + А Х Я ( 1 ) = 0 , 

которая соответствует системе комплексных собственных значений 
An> а 

Спектральное уравнение для определения комплексных собствен-
ных значений является трансцендентным и имеет вид 

F(X) =!КХ/п (К) -\~hXn = 0. 
При выполнении условия отсутствия вырожденных волн [3] функция 
F(X) имеет только простые корни. В самом деле, рассматриваемая 
функция является аналитической, и, следовательно, ее простой корень 
характеризуется тем, что для него 

F(b) = 0, 
Пусть X — корень спектрального уравнения. Дифференцируя это урав-
нение по h и считая, что Я является функцией h, имеющей конечную 



производную А/ (h), получим 
X,(h+h2+X2yXn=lXn. 

Так как-ХпфО, то 
h + h 2 + k 2 ^ 0. (4) 

Учитывая спектральное уравнение, получим, что условие (4) имеет 
место, когда 

h tg i Vh + h2 +iVk + h2 ^ 0 
(условие отсутствия вырожденных волн). 

При этом условии корень функции /"(Я) не является корнем ее 
производной 

Л 
Таким образом, при условии (4) спектральное уравнение имеет 

комплексные различные корни. Эти корни могут быть найдены мето-
дом дифференцирования по параметру при решении следующей зада-
чи Коши [4]: 

d%n - К -, кп(0) = пп — —. 
dh h-\- h? к2 2 

•В комплексном пространстве Ь2(0, 1) с псевдоскалярным произ-
ведением 

1 
(/> g) = jf(x)g (x)dx 

о 
система комплексных собственных функций Х п = sin %пх, соответствую-
щая собственным значениям Яп, обладает свойством полноты и орто-
гональности: 

. $XnXmdx = \\Xnfbmn, (5) 
о 

где 
h + h2 + l2n 

в силу условия (4). 
Из полноты системы {Хп(х)} и уравнения (1) следует, что иско-

мое решение исходной задачи должно удовлетворять при каждом 
фиксированном z=const , принадлежащем отрезку [0, d], интеграль-
ным соотношениям 

1 
J [Лм (х, z) + к?г (х, z)u(x, z)] Хт (х) dx = 0, (6) 
о 

а вне этого отрезка — соотношениям 
1 

J ( I T + * Y m " ) X m d x = 2iAy"°11 1,2 дтп° ПРИ 2 < °> 

(7) 
1 

\ (— lYти\ Xmdx = 0, при z > d, dz 
о 



полученным из парциальных условий излучения (3) ( т = 1 , 2, „v). 
2. Метод решения задачи. Приближенное решение задачи (1) — 

(3) будем искать в виде разложения 

и»(х,г)=£ Аа(г)Ха(х), . (8) 
п= 1 

где An(z) определяется как решение краевой задачи для системы 
обыкновенных дифференциальных уравнений, получающейся из тре-
бования, чтобы это решение удовлетворяло тем же самым проекцион-
ным соотношениям (6) и (7), что и точное решение задачи: 

1 
J [Ли* (х, z) + k4 (х, z) uN (х, z)\ Xm (x) dx = 0, 
о 

I (^-+iyrnUN)Xrndx = 2iAyno\\XnJ4mno, z< 0, 
0 

1 N 
J ( l t e iymuN)Xmdx = 0, z>d 

(m = iv'2f . . . ,N). 

Подставляя разложение (8) в эти проекционные соотношения и вос-
пользовавшись условиями ортогональности (5), непрерывности реше-
ния и его производной при z= 0 и z = d, получим для нахождения ко-
эффициентов разложения следующую краевую задачу для системы 
обыкновенных дифференциальных уравнений, разрешенных относи-
тельно производной: 

• - ы л ^(г) = ]Г amn{z)An (z), 
п=1 

Ain (0) + iymAm (0) = 21АуПо6тщ, {9) 

Am {d)—iymAm (d) = 0,; 
(m = l,2, ... ,N), 

где коэффициенты матрицы системы дифференциальных уравнений 
определяются по формулам 

1 
[ 8 (х, z) XnXmdx 

^ - ^ - - " f c r 
Для решения полученной краевой задачи оказываются эффектив-

ными разработанные различные варианты метода прогонки, выбор 
которых определяется конкретным видом решаемой физической 
задачи. 

Приближенные значения комплексных коэффициентов отражения 
Rn и прохождения Тп выражаются через решение краевой задачи (9) 
на концах интервала интегрирования системы. 

3. Применение метода к расчету волноводного фильтра. Мы огра-
ничились иллюстрацией метода на примере решения простейшей 
краевой задачи теории плоского импедансного волновода. Аналогич-
но решается задача о рассеянии нормальных волн диэлектрическим 
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неоднородным заполнением на конечном участке длины волновода, 
образованного двумя импедансными поверхностями. Данный метод 
позволяет решить также целый ряд задач теории прямоугольного вол-
новода с локальным диэлектрическим неоднородным заполнением с 
учетом конечной проводимости стенок волновода. 

В качестве примера рассмотрено применение данного проекцион-
ного метода для численного исследования резонансных свойств ди-
электрической призмы в прямоугольном волноводе [5] с импедансной 
-боковой поверхностью. (На рис. 1 показано сечение этой призмы.) 

Рис. 1. Рис. 2 

Важной характеристикой рассматриваемого устройства является ча-
стота резонанса диэлектрического тела в волноводе. Для ее опреде-
ления рассчитывалась частотная зависимость модуля коэффициента 
прохождения |7\| нормальной волны H w в нужном диапазоне ча-
стот, На рис. 2 показана эта зависимость, полученная при следующих 
параметрах счета: геометрические размеры образца 1 = 2,3 см, 1\ = 
— 1,36 см, диэлектрическая проницаемость 8 = 2,05 + 0,001 i, удельная 

проводимость материала поверхности волновода а = 5,7-10б CGSE, 
41 = 80,2°. 

Результаты вычислений показали, что на значение" резонансной 
частоты kp существенным образом влияет изменение геометрических 
параметров диэлектрика и значения действительной части диэлек-
трической проницаемости. Уче#> конечной проводимости стенок волно-
вода также сказывается на значении частоты kp и изменяет ее на 
3—5%. Мнимая часть диэлектрической проницаемости главным Обра-
.зом определяет глубину пика режекции и его добротность. 

На основе предлагаемого метода разработаны и реализованы на 
ЭВМ алгоритмы решения целого класса электродинамических задач, 
связанных с машинным проектированием различного рода резонанс-
ных волноводных фильтров, fin-line [6] и других устройств с учетом 
конечной проводимости металла и потерь в диэлектрике. Полученные 
в результате счета основные характеристики рассмотренных устройств 
отличаются от экспериментальных не более чем на 1%, что говорит о 
весьма высокой эффективности данного метода. 

СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ 

[1] С в е ш н и к о в А. Г. ДАН СССР, 1977, 236, с. 1076. [2] С в е ш н и к о в А. Г. 
Ж В М и МФ, 1963, 3, с. 314. [3] И л ь и н с к и й А. С., С л ей ян Г. Я. Колебания и 
гволны в электродинамических системах с потерями. М.: Изд-во МГУ, 1983. [4] М о -
д е н о в В. П. Вестн. Моск. ун-та. Вычисл. матем. и киберн., 1981, № 4, с. 43. [5] В а -

7 



с и л ь е в а Т. И., К и р и л е н к о А. А., Р у д ь Л . А. В кн.: Проектирование и приме-
нение радиоэлектронных устройств на диэлектрических волноводах и резонаторах. Са-
ратов: Йзд-во Сарат. ун-та, 1983, с. 71. [6] A r n d t F. et al. I E E E Trans., 1982^ 
MTT-30, N 2, p. 1381. 

BECTH. МОСК. УН-ТА. CEP. 3. ФИЗИКА. АСТРОНОМИЯ, 1985, Т. 26, № 2 

УДК 536.7 

АСИМПТОТИЧЕСКИ ТОЧНОЕ РЕШЕНИЕ МОДЕЛИ ТИПА ЛИ 

А. В. Солдатов 

(кафедра теоретической физики) 

1. Введение. Исследование системы N двухуровневых атомов, за-
ключенных в резонаторе объема V и взаимодействующих с электро-
магнитным полем, всегда имело как чисто математическое, так и при-
кладное значение. Интерес к подобным системам заметно возрос по-
сле публикации Дикке [1], которому удалось аппроксимировать ре-
альную картину взаимодействия посредством простой модели: 

Здесь Ь+, b — операторы рождения и уничтожения бозонов, Oj a(а=х, . 
у, г) — матрицы- Паули, соответствующие спину 1/2, 0 j ± : = 0 j x ± i 0 j y f . 
со — энергия выделенной бозонной моды, Q — разность энергий двух 
возможных состояний атома, К — константа взаимодействия бозонов с 
системой двухуровневых атомов. N — число атомов в системе. Точное 
решение для термодинамически равновесной, модели (1) впервые по-
лучили Хепп и Либ [2], точно вычислившие в термодинамическом 
пределе (t-lim: N, V->oo, jV/V = const) плотность свободной энергии 
и некоторые другие термодинамические характеристики системы. Ока-
залось, что при определенных условиях в системе имеет место пере-
ход второго рода в «сверхизлучающее» состояние, в котором возни-
кает макроскопическое заполнение бозонной моды и соответствующее 
ему упорядочение спинов в атомной подсистеме. В последующих ра-
ботах на различном уровне математической строгости исследовались 
более сложные модели типа Дикке [3—13]. 

Отметим, что во всех вышеперечисленных публикациях адекват-
ным математическим образом двухуровневого атома служили матри-
цы Паули. Представляется интересным рассмотреть модель, описы-
вающую взаимодействие квантованного электромагнитного поля с 
квантовой системой двухуровневых объектов, отличных по математи-
ческим свойствам от используемых в модели Дикке матриц Паули, и 
исследовать ее на предмет существования «сверхизлучательного» фа-
зового перехода. 

2. Модель типа Ли. Рассмотрим модельный гамильтониан вида 
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Н = <ob+b + Q £] or* + -~=- £ (b+e]~ + a f b ) . (1> 

N N 
Н = с*ЬЧ + а + а т + А 2 (а+ап - а+ Q 

т 
п— 1 О 

( 6 ) N 
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