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АСИМПТОТИЧЕСКИ ТОЧНОЕ РЕШЕНИЕ МОДЕЛИ ТИПА ЛИ 

А. В. Солдатов 

(кафедра теоретической физики) 

1. Введение. Исследование системы N двухуровневых атомов, за-
ключенных в резонаторе объема V и взаимодействующих с электро-
магнитным полем, всегда имело как чисто математическое, так и при-
кладное значение. Интерес к подобным системам заметно возрос по-
сле публикации Дикке [1], которому удалось аппроксимировать ре-
альную картину взаимодействия посредством простой модели: 

Здесь Ь+, b — операторы рождения и уничтожения бозонов, Oj a(а=х, . 
у, г) — матрицы- Паули, соответствующие спину 1/2, 0 j ± : = 0 j x ± i 0 j y f . 
со — энергия выделенной бозонной моды, Q — разность энергий двух 
возможных состояний атома, К — константа взаимодействия бозонов с 
системой двухуровневых атомов. N — число атомов в системе. Точное 
решение для термодинамически равновесной, модели (1) впервые по-
лучили Хепп и Либ [2], точно вычислившие в термодинамическом 
пределе (t-lim: N, V->oo, jV/V = const) плотность свободной энергии 
и некоторые другие термодинамические характеристики системы. Ока-
залось, что при определенных условиях в системе имеет место пере-
ход второго рода в «сверхизлучающее» состояние, в котором возни-
кает макроскопическое заполнение бозонной моды и соответствующее 
ему упорядочение спинов в атомной подсистеме. В последующих ра-
ботах на различном уровне математической строгости исследовались 
более сложные модели типа Дикке [3—13]. 

Отметим, что во всех вышеперечисленных публикациях адекват-
ным математическим образом двухуровневого атома служили матри-
цы Паули. Представляется интересным рассмотреть модель, описы-
вающую взаимодействие квантованного электромагнитного поля с 
квантовой системой двухуровневых объектов, отличных по математи-
ческим свойствам от используемых в модели Дикке матриц Паули, и 
исследовать ее на предмет существования «сверхизлучательного» фа-
зового перехода. 

2. Модель типа Ли. Рассмотрим модельный гамильтониан вида 
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Здесь a+па, а п о — операторы рождения и уничтожения электронов в 
состоянии п с проекцией спина на ось г, равной о ( а = ± 1 / 2 или а = 
= f, j ) , удовлетворяющие обычным антикоммутациониым соотноше-
ниям 

К ' С - ato\+ = бшгЛа'' К а ' ап'о>]+ = 
ё—энергия свободного электрона в состоянии (п, о). Если ферми-
операторы а+па, апо определены на пространстве функций от числа, 
заполнения, удовлетворяющих условию 

Tlni — 1 V/1, tlne= d+nadna, 
и <§ = 0, то модель (2) полностью эквивалентна модели (1) . Если же 
л п 1 .+я , н = 0, 1, 2; <5=0, то мы приходим к модели «трехлинейного» 
взаимодействия, которая исследовалась в работе [14], но точных ре-
зультатов для этой модели получено не было. Модель (2) можно рас-
сматривать как модель, описывающую взаимодействие квантованного 
электромагнитного поля с подсистемой электронов, расположенных в-
узлах произвольной решетки, причем в каждом узле может нахо-
диться не более двух электронов. N — число узлов решетки. 

Целью нащего дальнейшего исследования является получение 
точных в термодинамическом пределе результатов для модели (2), 
точных предельных выражений для 'плотности свободной энергии и 
других термодинамических характеристик системы, условий сущест-
вования «сверхизлучательного» фазового перехода, величины критиче-
ской температуры перехода в зависимости от параметров модельного-
гамильтониана. 

3. Асимптотически точная плотность свободной энергии. Вычис-
лим плотность свободной энергии для модели (2), воспользовавшись, 
методом аппроксимирующего гамильтониана [10]. Как было показано* 
[10], если гамильтониан системы имеет вид 

м м 

H==HL+Y щ Ь * Ь к + ~ v w S K k { h L * + L I b 
k=\ k=i 

Xk>0,(ok>0, Lt=(L7)+\/k, 
и операторы HL, bk, Lk+, Lk~ удовлетворяют условиям 

M t f L ] < C x = const, Л Г ' Ц ^ К С а , [bkbt']=bw, [bk,bk>] = [bk,Lt']= 0, 
(3> 

где 

fN [Hl] = - J L in Sp A Z± 1 = sup 11 L ± u 11 

рл? г ч / И И ||ы|| 

— норма оператора L ± , и — вектор гильбертова пространства, и, кро-
ме того,- существует 

и [ Н ( ц ) ] = Ы 1 т Ы [ Н ( ц ) ] , (4) 
где 

Я (л) = HL - У (-*- (LUk + T|U*) -|%!2), % е с \fk, 
*** \ щ ®k 1 k=\ 

то . 1 -Нш^[Я]=М1ш/дг[Я(л) ] '=/« , [Я] , (5) 



причем точки г[={ ,пь}мй=ь обеспечивающие абсолютный минимум плот-
ности аппроксимирующей свободной энергии /оо[Я(г))], удовлетво-
ряют системе предельных уравнений самосогласования 

- 5 " ^ - [ й ( Л ) ] = П 4 - Ы 1 т ( ^ ) = 0 , 
Ч дг1 к v N 1 Н(ti) 

К д(\к Х N 1щ Т,) 

где < ^ ) ж л ) = S p ( I ± е * ™ ) Sp-1 ( е " 1 3 ^ ) . 
Введем обозначения: 

N N 

п=1 /1=1 N N 

'/if L + = ! Е U n u L = Е а' /i=i n=i 
Легко видеть, что условия (3), (4) выполняются для гамильто-

ниана (.2), и, следовательно, гамильтониан 

"<"> = («+f) + («-f) IR-;,r 
n=1 /1=1 

N 
+ + (6) 

термодинамически эквивалентен гамильтониану (2) в смысле (5). За-
метим, что гамильтонианы (2), (6) коммутируют с оператором пол-

N 
ного числа электронов — (a+ + 

n=i 
. Перейдем к большому каноническому распределению с химиче-

ским потенциалом (i. Согласно [10] предыдущие рассуждения о тер-
модинамической эквивалентности гамильтонианов (2), (6) в смысле 
(5) остаются справедливыми в случае большого канонического рас-
пределения и гамильтониан (6) по-прежнему термодинамически экви-
валентен гамильтониану (2) в том смысле, что 

t-\im fN[H] ==t-limf.v [Я(г])] , где fN[H] = fw[H—vJf]. (7) 
Параметр ту, обеспечивающий абсолютный минимум /"«. [Я^)] , удовле-
творяет системе уравнений 

со dfo 
. [ Я ( л ) ] = л - t - l i m ( - £ - ) — 0, А.2 DR]* V N ' HW)—\uv° 

(8) 
(О д и [ Я ( г 1 ) ] = г 1 , - М 1 т ( — ) = 0. 

> Л/ ' £JŶ I [I А,2 дц \ N ' Н(г\)—№ 
П Л О Т Н О С Т Ь свободной энергии />[Я] связана С fN[H] известным со-
отношением: fN [Н] = \xn-\-fN [Я] , где п — средняя концентрация элек-
тронов в системе, 
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(9) 

Предельную плотность свободной энергии /«.[Я(г])] нетрудно вы-
числить, используя стандартную технику диагонализадии гамильто-
ниана (6) : 

Я2 
/в [Я(Г])] + + ( A ( r t _ i ) i - i n 2 chp(n — £) + ch PQ, 

Qx = 
1/2 (10) 

где rt = t-limn. В силу (7) выражение (^0) дает точное предельное 
-значение плотности свободной энергии для гамильтониана (2), если 
т] удовлетворяет системе уравнений (8). 

4. Условия существования «сверхизлучательного» фазового пере-
хода. Согласно (8), (9), приходим к системе уравнений относитель-
но "П, [г: 

11 1 + 
Я,2 

2<bQ, 
th — 

2 

П = 1 + t h ± 
2 

i 

^ — i + 

P + th — p — g + 

= 0, ( 1 1 . 1 ) 

(11.2) 

Из (11.2) немедленно следует, что 0 < Ж 2 . Уравнение (11.1) всегда 
допускает тривиальное решение г) = 0. Найдем условия существования 
нетривиальных решений rj^Q системы (11). Разрешим систему. урав-
нений (11). относительно гиперболических функций: 

t h i -
2 

th — 
2 

|Х—<э 

ё + 

= п 1 
сой. 

= Tl — 1 

Я2 

со£2 % 

(12.1) 

(12.2) 
2 ) Я2 

"Из (12.1), (12.2) следует, что для разрешимости системы (11) отно-
сительно г], ^ необходимо выполнение условий совместности: 

u>QJk2<n<2—(oQJk2 , « )QJX 2 <1. . (13) 
Условия совместности показывают, что нетривиальные решения мо-
гут существовать при условии 

<о | Q |/,Я2<й<2—со | й 1/Яг, со | й |/Я2< 1. (14) 
Разрешим систему уравнений (12) относительно (3: 

2 
Q, Р Arth 

2coQ^2 

Я4(1 — in 
(15) 

l)2) + (coQx)2 

Из (15) следует второе необходимое условие существования нетриви-
ального решения системы (11) : 

p>pc = p|„=0 ={kTc)~\ (16) 

Рс 

Можно показать 

Arth 
|Q. 

[10], что 

2со | Q | Я2 

. Я4(1 — (п — I)2) + (coQ)2 

= '((ir)L — h i 2 
CD3 ' 1 ff—lljf* 
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где есть квазисреднее: 

( ( . . .))H-\LJV= l i m { t - l i m ( . . . > _ } , 
т--*-0 Г(Г1,2т) 

Г й , 2т) — Н + + ± ? ) + А- Л 

Величина (Я2/со2) |г||2 является, таким образом, макроскопической 
плотностью энергии электромагнитного поля в единицах to, а условия 
(14), ( 1 6 ) — э т о условия существования «сверхизлучающего» состоя-
ния системы электромагнитного поля и вещества, рс — критическая: 
обратная температура «сверхизлучательного» фазового перехода. За-
висимость и [ Н ( ц ) ] от температуры показывает, что при Р>(3С нетри-
виальное решение системы уравнений (11) реализует . минимальное-
значение /оо[Я(,п)] по сравнению с возможным тривиальным реше-
нием, так что при выполнении условий (14) «сверхизлучательный» 
фазовый переход действительно имеет место. Единственность нетри-
виального решения следует из (15). 

Найдем максимальное значение плотности энергии электромаг-
нитного поля, которое достигается при Т=0: Из (15) с учетом усло-
вий совместности (13) получим 

- ^ r h l L x = ' ( ( п 1 2 ) 2 - ( Ш ) 2 ) ( 2 ^ Г 2 при < п < 1, 
(О2 А2 

Я2 \цImax = ((п —2)2к* — (0)Q)2) (2шЯ)-2 при 1 < л < 2• - 1 ^ _ I • \\ - — / \ / / \ : / --1 N - ЯП (О2 А2 

Плотность энтропии непрерывна в точке (3 = |3с, а удельная (на: 
один узел решетки) теплоемкость cv испытывает в этой точке разрыв: 

Дс, = с „ ( М - 0 ) — М Р с — 0 ) > 0 . 

Следовательно, «сверхизлучательный» фазовый переход в модели: 
типа Ли относится к фазовым переходам второго рода. 

5. Упорядочение в электронной подсистеме. Исследуем зависи-
мость удельной намагниченности электронной подсистемы от темпера-
туры. Очевидно, что 

N 

S . аГ [Я] д Т 
оМ = t - l i m ( — ^ ) = Г ° ° 1 J = — — [ Н (л)]» 

tf 'н-tur д{Я/2) d(Q/2) 1 W J 

где M z — удельная намагниченность электронной подсистемы вдоль-
оси 2 в единицах магнетона Бора. В интервале температур 
< + оо 

- . — - . ( Я 

По мере понижения температуры до Тс абсолютная величина удель-
ной намагниченности монотонно возрастает. При Т = ТС M z = —Qto/Я2. 
В силу (11.1) Jlz = — (Qco/Я2) VT^TC, т. е. какого-либо изменения 
.Жz при понижении температуры от Тс до 0 не происходит. Если же в 
системе невозможен «сверхизлучательный» фазовый переход, то Жг 
монотонно изменяется от 0 при Г = + о о до Жг =—sign (j Q)n, если 0 < 
< / г < 1 (или до Жг={п — 2 ) s ign(Q) , если 1</г<2) , при Т—0. 

Рассмотрим поведение удельных намагниченностей вдоль, 
осей х, у. 
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^ / , _ . (17) 
\ N / H(r\)^iiJf ^ - iN J н(то-Цо/г 

Из уравнений самосогласования (8) следует, что 

Л* = Ыш1, ' — ) , 4 = t - l i m ( - t ) _ . (18) 

Можно показать [10], что 

t-lim / —— ) = ( ( — ) ) ' 
\ N / н(ц)—vuv \ \ N I I 

где <. . .>H_ i f or—квазисреднее. Из (17), (18) получим J f x = 2Rer), 
.Жу = —21m -q. 

Согласно (16), при Т^ТС намагниченность вдоль осей у отсут-
ствует. При понижении температуры от Тс до 0 составляющие Ж*, JLV 

лоявляются, вектор удельной намагниченности Jt поворачивается на 
некоторый угол от первоначального при Т~^ТС направления. Абсолют-
ная величина удельной намагниченности возрастает при этом по за-
кону |Ж\ = coQxA2. Максимальный угол поворота вектора удельной 
намагниченности достигается при Г = 0: 

г — 
6. Заключение. Полученные результаты позволяют утверждать, 

"что в модели типа Ли в термодинамическом пределе при выполнении 
условий, выражаемых неравенствами (13), имеет место равновесный 
чссверхизлучательный» фазовый переход второго рода, приводящий к 
появлению в системе макроскопического электромагнитного поля. 
Этот процесс сопровождается изменением первоначального при Т ^ 
^ Т с упорядочения в подсистеме вещества, которое выражается в не-
зависимости составляющей вектора удельной намагниченности M z от 
температуры при Т ^ Т ^ 0 и повороте вектора удельной намагничен-
ности от первоначального при Т^Т С направления. При 6 = 0 полу-
ченные результаты представляют точное в термодинамическом преде-
ле решение модели «трехлинейного» взаимодействия. Таким образом, 
посредством метода'аппроксимирующего гамильтониана получено до-
казательство асимптотической точности результатов, найденных в ра-
боте [14] методом континуального интегрирования. Согласно п. 3, ре-
зультаты данной работы обобщаются на случай взаимодействия с ко-

м ,2 
X2 К 

лечным числом бозонных мод М путем замены ^ 2ai ' где 
k=i a k 

•<ofe — энергия k-n моды, Xk— константа взаимодействия с k-й модой. 
Автор считает приятным долгом выразить благодарность 
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УДК 539.12 

ТОЧНЫЕ РЕШЕНИЯ УРАВНЕНИЯ ДИРАКА В КВАНТОВАННОЙ 
ПСЕВДОСКАЛЯРНОЙ ВОЛНЕ (II) 

В. Р. Халилов, В. К. Перес-Фернандес 

(кафедра теоретической физики) 

В нашей предыдущей работе [1] были найдены точные решения 
уравнения Дирака для нуклонов р и п, находящихся в классическом: 
плосковолновом поле я-конденсата и в поле квантовых я-мезонных: 
возбуждений. Предполагалось, что 4-вектор энергии-импульса kц как 
конденсатного поля, так и квантовых возбуждений удовлетворяет ус-
ловию k2 = 0. Разумеется, такая постановка задачи является модель-
ной. В более реалистической ситуации амплитуда Ф, энергия k0 и им-
пульс к плосковолнового классического поля я-конденсата определя-
ются из условия минимальности эффективного лагранжиана конден-
сатного поля £„(Ф, к, k0) [2] и заранее не известны. Таким образом,, 
чтобы не ограничиться методической значимостью полученных в [1] 
решений, необходимо снять ограничение k2 = 0. 

Напомним постановку задачи: изотопический дуплет нуклонов р' 
и п, описываемый волновой функцией = (г|)р, удовлетворяет-
уравнению 

{iyv-dp— тп — г£у5(тФ)}а|> = 0. (1); 
Здесь т = ( т ь %2, тз)—матрицы Паули, g — константа взаимодействия,. 
тп— масса нуклона, а Ф — векторное поле пространства представле-
ния изотопического спина, заданное в виде Ф = ФКл+ФкВ: 

Фкл —Ф{соз (kx), sin (foe), 0}, 
( 2 ) 

фкв = {а < e~i'M) + ае^х\, i a + e - ^ — i a e ^ ) , 0}. 

Очевидно, а+ и а имеют смысл операторов рождения и уничтоже-
ния я~-мезона в состоянии с энергией k0 и импульсом к. Однако, в от-
личие от [1], 4-вектор энергии-импульса k„ произволен. 

Для решения уравнения (1) воспользуемся цепочкой преобразо-
ваний [1]: 

•ф = ехр | (kx) - i (рх) J U, (3> 

U = Su, 
где S = N[l— iQg^Ti + a^ySfi], al = 2(x+a++x-a), х±= ( t i± i t 2 )/2, 
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