
£ / = ( f V ) = t f f ( V ) + i g * t k • f M ) , ( 1 4 ) 
V и J H Un J \pk) + / {pk? - g*k 2Ф2 Л Up I J 

где скалярное произведение (pk) зависит от 4-вектора Рц следующим 
образом: 

(pk) = {g2k2Ф2+ [ (Pk) + xsk2l2] 2У'2. 
Коэффициент N в (14) фиксируется условием нормировки изоспи-

нора U либо условием унитарности оператора 5 , если спиноры uv и 
ип, являющиеся решением свободного уравнения Дирака, заранее от-
нормированы. В последнем случае 

{pk) + /{pkf —g4* Ф3 11/2 
N = 
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О НЕКОТОРЫХ ЗАДАЧАХ ЭЛЕКТРИЧЕСКОГО КАРОТАЖА 

С. Н. Давыдычева, В. Б. Гласно 

(кафедра математики) 

Электрический каротаж является одним -из способов организации 
разведки доступных для бурения слоев земной коры [1]. Предметом 
изучения является при этом распределение проводимости в указанных 
слоях: о=о(х), х^Ез, а непосредственно измеряемой величиной — 
электрическое поле на оси каротажной скважины. 

Соответствующая задача интерпретации данных наблюдений от-
носится к числу обратных, и для ее решения необходимо: а) сформу-
лировать математическую модель так, чтобы точным входным данным 
отвечало единственное решение; б) реализовать какой-либо регуляри-
зирующий по Тихонову алгоритм, т. е. алгоритм, обеспечивающий 
устойчивость приближения при неточных данных [2]. 

В настоящей работе эти вопросы решаются для простых струк-
тур с аксиально-симметричным одномерным распределением проводи-
мости. Для структуры со слоистым кусочно-постоянным распределе-
нием а приведены результаты численного эксперимента. 

1. В работе [3] изучалась проблема единственности для задачи 
электроразведки, когда источник поля находится на дневной поверх-
ности, а геоэлектрический разрез представляется кусочно-аналитиче-
ской функцией а ( г ) . Доказательство единственности обратной задачи 
электрокаротажа для аксиально-симметричного случая o = o(r, z) в 
классе кусочно-постоянных функций содержится в работе [4]. В ней 
показано, что в двумерном случае для единственности недостаточно 
значений поля на оси скважины при постоянном положении источни-
ка тока. 
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В ряде случаев можно ограничиться рассмотрением одномерного 
распределения проводимости. Так, если предметом изучения являются 
породы, прилегающие к стенкам каротажной скважины вблизи по-
груженного в нее источника тока силы / и претерпевшие влияние бу-
рового раствора, становится естественной модель структуры, опреде-
ляемая зависимостью сг=а(г) и бесконечно протяженная по z:\z\< 
< 0 0 . В этом случае задача об определении о выражается оператор-
ным уравнением 

Aa=v(z), z g ( — 0 0 , + 0 0 ) , 
где v(z)=u( 0, z), а электрическое поле, и (г, z) определяется при лю-
бой заданной 0 условиями 

div(tfgradw) = 0, (г, г) Ф (0,0), И < оо, 0 < / - < о о , 

ди = 0 в силу симметрии, 
* _ ( 1 ) , 

"_(>•• г > = / Д ? + " ( r ' z ) ' - q = 

и (г, z) — ограничена и регулярна на оо. 
Скажем, что о = о(г) принадлежит классу К, если а ( г ) = о о (из-

вестная) при r ^ s , где 8-—любое заданное число, большее нуля; а (г) 
аналитична при г ^ г , о (г) ограничена сверху и снизу положительны-
ми числами и о'(г) непрерывна. 

Т е о р е м а . Заданной v(z) соответствует единственная о{г)^К. 
Доказательство этого утверждения проводится аналогично [3],.. 

т. е. с использованием асимптотических представлений решения (1).-
ос 

В силу интегрального, представления [5] и (г, z) = ^ R(X, г) cosXzdX 
о 

оказываются эквивалентными соответствия v(z)-+o(r) и <ф(Х) = 
г 

^Rx'{0, A)-^S(p), где Р = R, (р, X) = —ra(r)R/(r, X);. 
о 

S(p)=ra(r). 
Пусть i^jt1) (р, X) соответствует S i (p) , a Ri (2)(p, X) соответствует 

5г(р) и со(р, A) =#i(1 )(p, X)—^i ( 2 ) (p , Ц- Очевидно, со(р, X) удовлетво-
ряет системе уравнений 

d2 00 I2 i z / l 1 \ т = ~хЧ \Rf)(Pj Я), 
аР sf(p) ^ \S"2( р) S f ( р) 

[®]p=0oeV2 = 0 ; [Wp']p=a08V2 = 0; ( О ^ ^ ^ О . 
Пользуясь асимптотическими представлениями фундаментальных, 

решений [б], можно построить истокообразное асимптотическое пред-
ставление для со (р, X). Отсюда следует, что 

и ( 0 ) X) ~ е_2 ,е и + 0 ( ± 
' (2A,)m+i V \ % 

где т — порядок первого ненулевого члена разложения аналитиче-
ской функции Р(р) = 1/522(р) — l/5i2(p) по степеням (р — о0е2/2) при: 
р^0о82/2. Тогда если 5i(p) ^ 5 2 ( p ) , то со (О, Х)Ф0 хотя бы при доста-
точно больших X, т. е. не равно нулю тождественно. Утверждение до-
казано. 

Тем самым есть основание полагать, что информация, получаемая 
при каротажном зондировании скважины с постоянным положением 
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источника тока в ней, достаточна для однозначного определения ра-
диального геоэлектрического разреза при слабом изменении проводи-
мости по вертикали. 

2. Другая модель структуры, связанная с задачей электрического, 
каротажа, — это классическая слоистая среда, где искомой характе-
ристикой является пара (я, q), q = {ai,. . . , оп, z\,...,zn-1}, где zk— гра-
ницы областей постоянства а (г) . 

В этом случае постановка задачи (1) с учетом скважины радиуса 
R с проводимостью внутри нее 00 дополняется очевидными условиями: 

[u]z=zk=F0; J сг ди 

дг 
= 0; k = 1 — 1, r > R , 

z=zu 

(2) 

[u]r=R = 0 ; [ o r 1 = 0 ; | 2 | < o o . 
Or Jr=i? 

: Аналогично [4], используя единственность аналитического про-
должения поля u{r, z) с оси скважины в ее внутреннюю область, 
можно показать, что заданная функция v(z) определяет кусочно-по-
стоянную структуру а (г) единственным образом. 

Поскольку наблюдаемое поле v(z) содержит погрешность: 
оо 

при некоторой известной б, устой-
—оо 

чивое приближение к 0 может быть получено с помощью общего регу-
ляризирующего оператора Тихонова: 

0 а = arg inf {pi (Аа, v) + aQ (0)}, (3) 
аеКо 2 

где Ко — класс кусочно-постоянных функций o{z), а стабилизатор 
п п—1 

аналогично [7] имеет вид Q (а) = £ pk {ak — aokf + £ qk (zk — zok)2; 
k=i k=\ 

pk, Qk, o0k, z0k — числа, выбираемые так, чтобы ^ достигался 
при характерном для данного региона значении 0 ( 2 ) . Параметр a 
выбирается из элементов бесконечно малой последовательности {a s} 

по принципу невязки [8]:а = а г 2 ^ 1 % ~ I-
as 

При последовательной минимизации функционала удобно исполь-
зовать алгоритм спуска по параметру [7]. 

Очевидно, наиболее сложным и трудоемким процессом является 
вычисление значений оператора А при каждой 0, получаемой в алго-
ритме минимизации. 

Для этой цели мы использовали разностную схему на двумерной 
неравномерной сетке из N узлов rit i=l-^-Nt и М узлов Zj, j=l-^M. 
Бесконечная область заменялась при этом конечной прямоугольной 
областью. Аналогично [9, 10], заменяя в уравнениях (1) — (2) все 
функции f (r, z) сеточными функциями fa=f{ri, zj) и аппроксимируя 
производные их разностными аналогами, приходим к системе сеточ-
ных уравнений для (г^г.,-) вида 

ацйц + Ьцйц-i + CijUif+i + йцй^и+ецщ+и = fa. ( 4 ) 

Задача (4) решалась с помощью следующей итерационной схемы 
первого порядка. Значения ( я + 1 ) - г о приближения для каж-
дого i последовательно от i= 1 до i = N определялись методом правой 
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прогонки по / для уравнения 

+ + = л , - d i , ® , . / -

с граничными условиями, соответствующими условиям на бесконеч-
ности: 

w П — И Ш — 

Вопрос о выборе разностной сетки, размеров области (в рамках 
допустимых) и начального приближения решается численным экспе-
риментом. 

Для задачи с параметрами <7=1; R= 1; ао=Ю и различными ку-
сочно-постоянными функциями. o(z) наилучшая сходимость итераци-
онного процесса достигнута в области |2|<1,8-103, — 9 - 1 0 ~ 2 < г < 
<1 ,3 -10 3 на сетке с параметрами M = 57,N = 27, сильно неравномер-
ной вблизи удаленных границ области (hi = ri+\— I 3 ; T/ = Z / + I — 
— 2j~/3) и равномерной в окрестности точки (0 ,0) . Было выбрано 
начальное приближение йг/1) = 0,001. 

Заметим, что процесс решения «прямой задачи» требует около 
20 мин машинного времени на ЭВМ. с эффективной скоростью быст-
родействия - 2 - Ю 5 операций в секунду. Таким образом, рассматри-
ваемая обратная задача может быть решена лишь на машинах выс-
шего класса. 

Однако упрощенная модель структуры в приближении бесконеч-
но тонкой скважины (R = 0) делает возможным явное выражение 
поля, что сокращает время вычисления оператора vf. В этом случае 

да 
v(z)= J" [Ak (X) + Bk (к) еЩ dX, zk^ <z<zk, k = 1 ~ n, (5) 

о 
где ZQ =—OO, zn = -F-OO. Коэффициенты Ak, Bh определяются рекур-
рентными соотношениями: 

/?я = 0 ; R k - i = P k J R k e 2 % Z k = 2 , 
e-2Xzk p k R k 

A1 — q\ Ак=А^л 1 - p k R ^ k , k=2 + nt 
1 — Pk 

Bk=AkRk, k. = \ rrn, 

где Pk= (<Jk-1—Ok)/\(ok-\-\-Gk) • Интеграл (5) вычислялся по методу 
Симпсона [11] с заменой верхнего предела интегрирования конечным 
значением. На сетке, сопоставимой с выбранной выше, это требует 
в целом около 1 мин времени на ЭЕ^М упомянутого класса -при п = 3. 

Специфика задачи каротажа делает естественным следующий 
итерационный процесс определения параметров структуры. Полагая 
<Ti известной, определяем параметры одного или двух нижележащих 
слоев, считая последний слой бесконечно протяженным. Затем пере-
двигаем источник тока в следующий слой в глубину, помещая его 
вблизи нижней границы слоя. Повторяем процесс. Таким образом, не 
прибегая к большим затратам времени счета, можно определить па-
раметры любого числа слоев. 

Численный эксперимент показал, что для удовлетворительного 
восстановления параметров слоистой модели с помощью алгоритма 
(3), (5) необходимо обеспечить точность измерений поля не менее 
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15%. Если же определяются только величины Ok, k = 2ч-л при извест-
ных zh, допустимая ошибка измерения поля может достигать 30%. 
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ЗАМЕЧАНИЕ О ПРОБЛЕМЕ НЕОДНОЗНАЧНОСТЕЙ, ВОЗНИКАЮЩИХ 
ПРИ КВАНТОВАНИИ ФЕРМИОННЫХ СИСТЕМ 

А. Е. Пухов 

(НИИЯФ) 

1. Хорошо известно, что при квантовании классической системы 
возникает проблема неоднозначности, связанная с некоммутирующим 
характером квантовых переменных. Эта проблема проявляется как 
при выборе предпочтительных классических наблюдаемых, скобки 
Пуассона которых заменяются коммутаторами, так и при расстанов-
ке некоммутирующих операторов в гамильтониане. Под процедурой 
квантования понимается некое предписание, которое устраняет эту 
неоднозначность. Основное требование к такому предписанию — его 
инвариантность по отношению к заменам (в том числе и нелинейным) 
лагранжевых координат. 

В случае обычных (бозевских) классических систем с невырож-
денным действием и квадратичным по скоростям лагранжианом про-
цедура квантования в упомянутом выше смысле была изучена в ра-
ботах Де Витта [1, 2] . 

Данная работа посвящена проблеме квантования фермионных 
систем. В работе показано, что лагранжиан фермионной системы с 
помощью нелинейного преобразования грассмановских образующих 
всегда может быть приведен к некоему каноническому виду. При 
этом различные наборы канонических образующих связаны линейны-
ми преобразованиями. На основе этого предложен способ однозначно-
го построения квантовой теории по классическому лагранжиану. 

2. Опишем построение предпочтительных (канонических) систем 
образующих. Пусть {х\...,х2п}— вещественные образующие грассма-
новой алгебры, а лагранжиан имеет вид 

Условимся использовать греческие буквы v(x) , e(x) , . . . для обо-
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