
15%. Если же определяются только величины Ok, k = 2ч-л при извест-
ных zh, допустимая ошибка измерения поля может достигать 30%. 
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ЗАМЕЧАНИЕ О ПРОБЛЕМЕ НЕОДНОЗНАЧНОСТЕЙ, ВОЗНИКАЮЩИХ 
ПРИ КВАНТОВАНИИ ФЕРМИОННЫХ СИСТЕМ 

А. Е. Пухов 

(НИИЯФ) 

1. Хорошо известно, что при квантовании классической системы 
возникает проблема неоднозначности, связанная с некоммутирующим 
характером квантовых переменных. Эта проблема проявляется как 
при выборе предпочтительных классических наблюдаемых, скобки 
Пуассона которых заменяются коммутаторами, так и при расстанов-
ке некоммутирующих операторов в гамильтониане. Под процедурой 
квантования понимается некое предписание, которое устраняет эту 
неоднозначность. Основное требование к такому предписанию — его 
инвариантность по отношению к заменам (в том числе и нелинейным) 
лагранжевых координат. 

В случае обычных (бозевских) классических систем с невырож-
денным действием и квадратичным по скоростям лагранжианом про-
цедура квантования в упомянутом выше смысле была изучена в ра-
ботах Де Витта [1, 2] . 

Данная работа посвящена проблеме квантования фермионных 
систем. В работе показано, что лагранжиан фермионной системы с 
помощью нелинейного преобразования грассмановских образующих 
всегда может быть приведен к некоему каноническому виду. При 
этом различные наборы канонических образующих связаны линейны-
ми преобразованиями. На основе этого предложен способ однозначно-
го построения квантовой теории по классическому лагранжиану. 

2. Опишем построение предпочтительных (канонических) систем 
образующих. Пусть {х\...,х2п}— вещественные образующие грассма-
новой алгебры, а лагранжиан имеет вид 

Условимся использовать греческие буквы v(x) , e(x) , . . . для обо-
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значения нечетных вещественных функций х, не содержащих линей-
ных по х членов. Тогда gi{x) представляется в виде 

gi(x)=FijXi+yi(x). 

Основной результат данной работы составляет следующая 
теорема. : 

Т е о р е м а . Пусть (Fij-\-Fji) — невырожденная положительная 
форма. Тогда существует, притом единственная, с точностью до ли-
нейного преобразования система образующих у1(х), для которой 

(1) 

т. е. кинетический член билинеен по динамическим переменным. 
Доказательство. Условие того, что в системе координат yi лагран-

жиан L имеет форму (1), записывается в виде 

Вследствие произвольности у1' и четности числа образующих получим 

d X r g k { x { y ) ) - F i j y L (2) 
ду 

Нужно доказать, что уравнение (2) имеет ровно одно решение вида 
xh(y) = yh-\-£k(y)- Уравнение (2) приводит к следующему уравнению 
для гк(у): • 

W W - Ч т 1 ^ -- - (y,0/ i- «(//)) ' 

dyi dyi J 

Если линейный Оператор, стоящий в1 левой части (3), невырож-
ден, то уравнение (3) можно решать итерациями, как это принято в 
работах по супсрматематике [3]. При этом существование и един-
ственность решения гарантируются. Покажем, что если 

F u ^ + 0, (4) 

то ек{у)= 0. Без ограничения общности будем считать, что 

гк (у) = Til...il у4'" у11, где />3, a 71*... i l антисимметричен по ниж-

ним индексам. Уравнение (4) переписывается в виде 

(Fu+F/t)e!+-£r(e*Fk1yi) = 0, ' (5) 

откуда следует е1'(F^+F^y^ (1 +/) (&h-Fhjyi). 
Подставляем последнее равенство в (5) и; вводя обозначение 

Gi} = -^-(Fif + F/t), получим Gife' + 777 (еkGknyn) = 0. Это равенство 
2, 1 ду1 

означает, что Ti0i1...il — GcajTll...i[ — полностью антисимметричный тен-
зор. Пользуясь антисимметричностью T i 0 . . j r и з (5) получим 
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I 
— {I • 1) Ti0...il = ^ ( l)k (Fjik Fikj) Tc0,..,.k_h ik+h...il — 0» 

k=0 

—• — 1)Ti0...ilGi'io... G*1'1 Tj0...jl = 

= (* + 1) (Fi.h — Fhh) Tt. л ft1'1 • • • Gilh Tt..it = 
З д е с ь Gij — ковариантная форма, обратная к Gij. Вследствие положи-
тельности G li левая часть последнего уравнения зануляется только 
при Т = 0. Итак, оператор в левой части (3) обратим, поэтому (3) 
.имеет ровно одно решение. Теорема доказана. 

Таким образом, показано, что существует выделенный класс си-
стем образующих, связанных друг с другом линейными преобразова-
ниями, для которых кинетический член в лагранжиане имеет наибо-
лее простой вид (1) . Эти системы образующих, которые будем назы-
вать каноническими, разумно использовать в качестве предпочтитель-
ных наблюдаемых для квантования. При квантовании вещественные 

•образующие грассмановой алгебры х1 переходят в эрмитовы операто-
ры х1. Скоба Пуассона заменяется на антикоммутационные соотно-
шения 

[&, х-'] + = х1х> + х'х1 = hGlL " ' ' (6) 
Соотношения (6), очевидно, ковариантны по отношению к выбо-

ру той или иной системы канонических образующих. Для этих, соотно-
шений может быть доказан аналог теоремы Стоуна фон Неймана: 
все неприводимые представления соотношений (6) унитарно эквива-
лентны [4]. 

3. В предыдущем пункте было показано, как кбвариантным об-
разом построить набор предпочтительных наблюдаемых. Покажем те-
перь, что и для произвольной наблюдаемой f(x) можно установить 
правила квантования, не зависящие от выбора системы лагранжевых 
координат. С этой целью перейдем к какому-либо каноническому на-

бору образующих {хг} и представим f(x) в виде 

п 
т д е T{il].jn— антисимметричный тензор ранга п. Положим по опре-
делению 

= (7) 
п 

-Формула (7) является аналогом симметричного (вейлевского) кван-
тования для фермионных систем. Очевидно, квантование (7) инвари-
антно относительно линейных преобразований образующих и, следо-
вательно, относительно выбора канонической системы образующих. 

Таким образом, установлены правила построения квантовой тео-
рии по классическому лагранжиану, не зависящие от выбора лагран-
-жевой системы координат. • Отметим также, что при описанной выше 
процедуре квантования любая симметрия классического лагранжиана 
приводит к квантовому закону сохранения. 
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