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ТЕОРЕТИЧЕСКАЯ И МАТЕМАТИЧЕСКАЯ ФИЗИКА 

УДК, 530.145 

НЕОПРЕДЕЛЕННОСТЬ ЭНЕРГИИ СВЯЗИ — НЕОБХОДИМОЕ УСЛОВИЕ S 
ОБНАРУЖИМОГО ВЗАИМОДЕЙСТВИЯ ТЕЛ ! 

Ю. И. Воронцов, Ф. Я. Халили 

(кафедра физики колебаний) < 

Типичной задачей экспериментальной физики является задача раз-
личения путей, эволюции системы (например, лри обнаружении взаимо-
действия систем, при обнаружении или различении уровней интенсив-
ности внешнего поля). Процесс различения путей эволюции состоит из 
трех этапов. На первом этапе готовится некоторое состояние системы. 
Затем происходит эволюция системы. На третьем этапе производится 
измерение, по результатам которого принимается то или иное решение. 
Ошибка различения путей эволюции зависит от начального состояния 
системы. Ниже исследуются общие закономерности, связывающие 
ошибку различения с начальным состоянием системы. 

Ограничимся анализом различения двух возможных путей эволю-
ции. Допустим, что на одном из путей оператор Гамильтона системы 
равен Ж ь на другом — а соответствующие операторы эволюции 
равны O0(t) и Oi(t). Будем рассматривать только чистые начальные 
состояния. Начальное состояние |t|)0) в процессе эволюции может пре-
вратиться либо в состояние £?о|^о), либо в состояние £?I|IJH). Перекры-
тие этих состояний характеризуется скалярным произведением 

(£о, — априорные вероятности состояний, во, ва — вероятности лож-
ной тревоги и обнаружения соответственно) связана со значением 7 
(см. ( I ) ) следующим образом [ I ] : 

Знак равенства в соотношении (2) будет иметь место в том случае, 
если производимые измерения оптимальны и точны. 

Оператор R==O0
+Ot подобен оператору рассеяния, используемому 

при анализе движения системы в представлении взаимодействия. Он 
удовлетворяет уравнению 

Средняя вероятность ошибки различения двух состояний 

P = £ o e 0 + £ i ( l - 6 d ) 

(О 

(2) 

at 

где 

Представив оператор рассеяния в виде 

£ = е х р ( / ф ) , 

о-

(4) 

(3) 
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получим 

|Y|a= j ехр(1ф)ЙФ(ф), (5) 
— « • 

где Ф(ф) — функция распределения вероятностей для собственных 
значений оператора ф, соответствующая заданному начальному состоя-
нию |фо). 

Очевидно, что существует множество начальных состояний, таких, 
что конечные состояния, соответствующие разным путям эволюции, бу-
дут взаимно ортогональными, т. е. будет | у | = 0 и соответственно 
Р — 0. Но различным начальным состояниям соответствуют различные 
функции распределения и различные моменты случайной величины ф. 
Ниже показано, что второй момент о,2 связан с энергией взаимодейст-
вия систем. Поэтому логично поставить вопрос: каким может быть ми-
нимальное значение а„ при заданном значении |Y | ? 

В приложении 1 показано, что необходимым условием безошибоч-
ного различения двух путей эволюции системы является выполнение 
неравенства 

0 Ф >я/2; (6) 

если же это условие не выполняется, то 
| Y | = C O S (j<p>0. (7) 

Заметим, что ошибки различения определяются только дисперсией и 
не зависят от среднего значения ф. 

Оператор <р однозначно связан с оператором Ж ? . Если последний 
автокоммутирует, т. е. для любого Q 

l [ £ ° i ( 0 > & ! ( O h Q ] = 0 , (8) 
то (см. приложение 2) 

t 

Ф (9) 
о 

Учтя соотношение (9), неравенство (6) можно записать в следующем 
виде: 

АМ1-т^(я/2)П, (10 ) 

U+x 

где - ^ (t')dt', А е с т ь неопределенность средней во вре-
1о 

мени разности интегралов энергии системы на различных путях эволю-
ции. В случае задачи об обнаружении взаимодеиствия оператор 3/6% 
будет соответствовать гамильтониану взаимодействия. 

Ошибка различения может быть равной нулю при конечных значе-
ниях ог„ только в том случае, если операторы #о|а|>о) и 

(^Н являются операторами ортогонального проектирования. 
В противном случае ошибка различения может стремиться к нулю 
лишь асимптотически при 0ф->-оо. 

Рассмотрим чистые состояния, в которых плотность распределения 
вероятностей для ф может быть представлена в виде 

а>(ф) = яехр j — j (1 -f /(ф))» (11) 
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где /(ф) — полином конечной степени, а — нормирующий множитель. 
Если сг2<С2, то из (5) получим 

| v | 2 ~ e x p ( — а 2 ) « 1 — о 2 , (12) 
причем а 2 —^ 2 . В случае гауссовского распределения ( f ( ф ) = 0 ) | v | 2 = 
= ехр(—с2) при любых значениях кг. Следовательно, при а 2 < 1 все рас-
пределения вида (11) дают ошибку обнаружения, близкую к ошибке 
при гауссовском распределении и равную в наименее благоприятном 
случае, когда ^ o = ^ i = l / 2 , 

P = ± ( \ - e v ) . (13) 

Распределение вида (11) имеет место, например, при действии класси-
ческой силы на гармонический осциллятор в когерентном состоянии 
( / ( ф ) = 0 ) , в состоянии с заданной энергией ( 1 + / ( ф ) — полином Эр-
мита), в сжатом состоянии [2] (f (Ф) = 0). 

Из соотношения (12) видно, что любые чистые гауссовские со-
стояния, которым соответствует одно и то же значение <хф, приводят к 
одной и той же ошибке различения. Состояния с минимальным произ-
ведением неопределенностей координаты и импульса в этом смысле 
не являются выделенными. 

Применим соотношение (7) для определения минимальной ошибки 
обнаружения классического воздействия на систему. В случае класси-
ческого силового воздействия F(t) будет справедливо 

t 

y = j-\F(t')?(t')dt'. (14). 
о 

Здесь F(t) — заданная с-числовая функция, x°(t) — оператор коорди-
наты в представлении взаимодействия. 

Величина (Т„ зависит от неопределенности координаты, формы силы 
и момента ее действия. Из соотношения (14) можно видеть, как следует 
согласовать форму собственных движений в системе с формой силы. 
В простейшем случае, когда в интервале действия силы [£0. силу 
и координату можно считать постоянными, будет 

<*ф — F0tAX (/„). (15) 
л 

Ошибка обнаружения силы зависит от начального состояния системы 
и точности измерений; минимальное значение ошибки определяется 
соотношениями (6), (7). Д л я чистых начальных состояний вида (11) 
при точных измерениях ошибка обнаружения малой силы ( 0 , ^ 1 ) опре-
деляется соотношением (13). Когда ст<р=1/2, то можно обнаружить с 
ошибкой Р « 0 , 1 5 импульсную силу Fo = h(Ax(to) - т ) - 1 . 

У осциллятора в когерентном состоянии Ах = поэтому 
F0 T-^VUrrunft (т — масса, <а — частота осциллятора). У осцил-
лятора в состоянии с заданной энергией (Ео— ( п + 1 /2)Лео) неопреде-
ленность координаты равна Ал: = }/"(/* + 1/2) %1(ты). Следовательно, 
при Fq^X-1 | /Лт(й/л . 

Д л я случая обнаружения малой силы ( < v ^ l ) подход, аналогичный 
развитому в настоящей работе, был рассмотрен в [3]; два последних 
соотношения были получены другим путем в работах [4, 5]. 

Если в качестве пробного тела используется свободная частица 
с расплывающимся волновым пакетом, то ошибка обнаружения силы 
будет тем меньше, чем позже момент действия, т. е. чем больше Ax(t0). 
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Соотношение Fox^h! (Ax(U)) принципиально отличается от соотно-
шения F0x = y%m/x , полученного в работе [5] как один из пределов 
чувствительности к силе по отклику свободной частицы. Причина раз-
личия лежит в предполагаемых процедурах измерения. В [5] счита-
лось, что измеряется только координата свободной частицы. В настоя-
щей работе предполагается измерение некоторой оптимальной наблю-
даемой, которая задается соотношением [1] 

A = Ut I f t X i f c | Ut~Ut\%)(У01 Ut. 

Примерами параметрического воздействия, удовлетворяющего ус-
ловию (8), являются: а) изменение массы свободной частицы, измене-
ние индуктивности витка; б) изменение частоты осциллятора при ус-
ловии, что его волновое сопротивление остается постоянным. В случае 
достаточно кратковременного воздействия оператор рассеяния может 
быть записан в форме (9), даже если соотношение (8) не выполняется. 
Например, действие на свободную частицу неоднородного поля, в кото-
ром 3@i = kx2/2, можно описать приближенно оператором рассеяния 
вида (9), если (kx/m)x2<^l (kx — среднее за время действия т значение 
жесткости). 

Проведенный анализ позволяет также ответить на вопрос об обме-
не энергией между исследуемой системой и источником возмущения. 
После параметрического воздействия при соблюдении условия (8) 
энергия системы будет равна энергии до взаимодействия. В случае 
силового воздействия энергия тела в общем случае меняется, но вели-
чина изменения не связана однозначно с огф. Например, при $F(t)dt— 
= 0 изменение энергии свободной частицы будет равно нулю, но дейст-
вие силы может быть обнаружено, так как IF ( t ) х ° ( t ) 0 . В этом 
случае энергия связи целиком возвращается в источник возмущения. 

Основной результат данной работы заключается в установлении 
следующей общей закономерности: два пути эволюции системы могут 
быть различимы только в том случае, если неопределенность разности 
квантовых фаз (схф) на возможных путях эволюции больше единицы; 
от среднего значения разности фаз ошибка различения не зависит. При 
обнаружении взаимодействия систем это условие можно связать с не-
определенностью энергии связи (см. соотношение ( 1 0 ) ) . 

Возможно такое начальное состояние системы, при котором конеч-
ные состояния на различных путях эволюции будут ортогональными 
при минимально возможном значении <т,=я/2. 

Приложение 1„ 
Пусть оператор имеет непрерывный спектр собственных значений 

(обобщение на случай дискретного или смешанного спектров не пред-
ставляет труда). В этом случае можно ввести плотность вероятности 
w(q>) =d(b/d<p, причем 

ое 
Jfi>(q>)d<p = l, (1.1) 

—м 
оо 
J (Дф) 2 ш (Ф) dy = (Тф, ( 1 . 2 ) 

— т 

т 2 ** 
| у |8 = j w (ф) ехр (1ф) йф = | ш (ф) exp (t Д<р) dy 



w 

где Лф=<р—ф, ф = |фа>(ф)йф. Симметризовав распределение ш(ф) —•• 
относительно точки ф, можно уменьшить |y | , не изменяя значений (1.1) 
и (1.2); далее предполагаем, что о>(ф) является симметризованным. 

При |v | = 0 распределение вида 

(Ф) = -1- [б ( Д ф — § - ) + б (Лф + -£-) ] (1.3) 

дает для а„ значение л/2. Покажем, что получить меньшее значение 
при |Y | = 0 невозможно. Для этого найдем условный экстремум вы-

ражения 
OS 

/ = |(А,(Дф)2+созДф)о>(ф)сгф 
— т 

(Я — множитель Лагранжа) при условии (1.1). Поскольку фо2+ 
+ cos фо, где ф0 — точка минимума функции ,A,x2+cos.*:, причем равен-
ство достигается при 

®(Ф)==4~[6(ДФ-ФО) + 6(ДФ + Ф0)], (1.4) 

то (1.4) является оптимальным распределением. При этом «тФ=фо. 
Y = cosa„. При а , < л / 2 будет ПРИ <тф=я/2 будет у = 0 и распреде-
ление (1.4) совпадаете (1.3). 

Приложение 2. 
Покажем, что если некоторый явно зависящий от времени оператор 

P(t) удовлетворяет условию 
l{P(t), P(t')], Q]=0 ( 2 . 1 ) 

при произвольном то решение дифференциального уравнения 
$ ( t ) = P ( t ) $ ( t ) (2.2) 

можно записать в виде 
t t v 

R(0 — ехР ( ^ P ( O ^ ' ) e x p ( ^ - j d f ^dt"[P(t% Р(П)уП(0). (2.3) 
О 0 0 

Уравнение (2.2) можно представить следующим образом: 

— (R (t + т) - R (t)) |т_0 = Р it) R (0-
х 

Отсюда следует, что 
R (t + х) = (1 + тР (0) R (t) U o - ехр (тP(t)) |т^о • R (t)• 

Поэтому 
N 

R (t) = П ехр (тP (kx)) • R (0) (2.4) 
k=0 

где N=}[t/x) — 1. Применяя к (2.4) многократно формулу (3.20) из [6], 
получим 

N N K f £ £ & <**>» р (/T)1) т_0' * <2-5) 
ft=0 fe=01=0 

R (t) = ехр + P{lx)\ 
fe=0 fe=01=0 

При т->-0 выражение (2.5) переходит в (2.3) . 



Если P { f ) = { i h ) - 1 f f i i { t ) (см. (3)) И £ (0 ) = 1, то R(t) представляет 
собой оператор рассеяния (4), причем 

t t t' 

R (t) — exp #?(/ ' )<«') -exp ( — J L j > j • 
0 0 0 

(2.6) 

В силу (2.1) второй сомножитель в (2.6) можно опустить, поскольку 
во все окончательные выражения R(t) входит только в комбинациях 
с R+(t) вида либо R+QR, а [ $ ? ( / ' ) . M \ { f ) \ —антиэрмитов опе-
ратор. 
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ТЕМПЕРАТУРНЫЙ СДВИГ МАССЫ ЭЛЕКТРОНА В ПОСТОЯННОМ 
МАГНИТНОМ ПОЛЕ 

В. Ч. Жуковский, П. Г. Мидодашвили, П. А. Эминов 

(кафедра теоретической физики) 

1. Введение. Температурные эффекты в квантовой теории поля 
широко обсуждаются в литературе. В работах [1—2] рассматривалась 
возможность восстановления спонтанно-нарушенной симметрии в меха-
низме Хиггса при высоких температурах. Температурные эффекты 
могут играть важную роль (см., например, [3]) при рассмотрении 
ряда астрофизических и космологических проблем. В работах [4—6] 
развивается концепция «нагретого вакуума» и его влияние на сдвиг 
массы свободного электрона. 

В настоящей работе вычисляется сдвиг энергии электрона, движу-
щегося в постоянном внешнем магнитном поле на фоне «температур-
ного вакуума». 

2. Температурный сдвиг массы электрона в постоянном магнитном 
поле. Обобщением недавно предложенного в работах [5—7] определе-
ния сдвига массы электрона при конечных температурах в случае на-
личия постоянного поля является следующее выражение для сдвига 
энергии частицы: 

В низшем порядке по полю излучения Snn определяется формулой 

Snn = (*') Sr (*', *") 4>л (*") d*x. (1) 

Здесь Tj)n(A;) — волновая функция электрона в постоянном магнитном 
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