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ВЛИЯНИЕ СВЯЗИ МЕЖДУ МОДАМИ КОЛЕБАНИЙ НА ДОБРОТНОСТЬ 
АНТЕННЫ ДЕТЕКТОРА ГРАВИТАЦИОННЫХ ВОЛН 

В. П. Митрофанов, В. Н. Якимов 

(кафедра физики колебаний) 

Существенным фактором, определяющим чувствительность детек-
тора гравитационного излучения.веберОвского типа, является механи-
ческая добротность антенны, которая, как правило,, представляет со-
бой массивный цилиндр, подвешенный ^а антисейсмической платформе. 
Импульс гравитационного излучения возбуждает упругие колебания 
в антенне на ее собственной частоте. L 

личивают, уменьшая тепловые шумы а 
лаждением, а также применением мате 

увствительность детектора уве-
нгенны. Это достигается ее ох-
риалов с малой, диссипацией 

упругой энергии, таких 'как сапфир, кремний [1]. Регистрация колеба-
нии антенны осуществляется датчиком 
из вариантов сопряжения датчика с ант 

например емкостным. Одним 
енной является преобразование 

ее продольных колебаний в изме-
нение малого зазора между «ро-
гами», которые выпиливаются в 
антенне. Ее форма показана на 
рисунке. 

Усложнение формы антенны по 
сравнению с цилиндром приводит 
к изменению спектра собственных 
частот ее упругих колебаний и к 
возникновению связи между мо-
дами. При этом за счет перекачки 
энергии возможно уменьшение доб-
ротности основной продольной мо-
ды колебаний. Наибольшее влия-
ние оказывает связь между про-

дольной и изгибными модами колебаний антенны, так как последние 
обладают относительно невысокой добротностью, и для антенн, у кото-
рых длина существенно больше диаметра, в окрестности основной про-
дольной моды находится несколько изгибных мод более высоких по-
рядков. 

Рога обычно выпиливаются таким; образом, чтобы свести к мини-
муму искажения в распределении упругих деформаций при колебаниях 

за 



антенны и не создать дополнительных источников потеры энергии 
в местах концентрации упругих напряжений. Масса рогов составляет 
менее 1% от полной массы антенны. В связи с этим в расчетах будем 
предполагать, что в антенне сложной формы возбуждаются упругие 
колебания, имеющие распределение деформаций, как в тонком гладком 
цилиндре постоянного сечения, а наличие рогов создает малое возму-
щение в таком распределении. Для низших мод колебаний можно ис-
пользовать стандартные уравнения продольных и изгибных колебаний 
в бесконечно тонких стержнях, пренебрегая изменением деформаций 
в поперечном сечении. Без учета возмущений, связанных с рогами, про-
дольные колебания цилиндра описываются функцией и(х, t) смещения 
точек поперечного сечения вдоль его оси х, удовлетворяющей урав-
нению 

д*и л = 4 — + h i X , t ) (1) 
dt2 * dt 1 дх2 pS 

с граничными условиями для свободных концов 

.... -J—(0, 0 = 0, 
dx dx 

где аг = VEjp, Е — модуль Юнга, р — плотность, 6i — коэффициент 
затухания, /1 (х, t) плотность внешней силы. 

Изгибные колебания описываются уравнением для смещений 
v(x, t) в направлении оси у, перпендикулярной оси цилиндра: 

d2v . ОА dv , 2 div 1 д2Ж /П\ Ь 26, Ь a i — - — : (2) 
dt2 2 dt 2 дх4 pS dx2 V 

с граничными условиями для свободных концов 

— (0, 0 = 0', — (0, t) = 0, 
dx2 V ' dx3 V ' 

— (/, 0 = 0, — (/, 0 = 0, 
dx* V ад:3 V 7 

где a2=}fEJ/(pS), J — момент инерции поперечного сечения относи-
тельно горизонтальной оси, проходящей через центр инерции, S — пло* 
щадь поперечного сечения. Уравнение (2) записано для стержня, на 
который действуют внешние силы, создающие изгибающий момент 
J[{x, t) в произвольном поперечном сечении. 

Смещения при продольных и изгибных колебаниях происходят 
во взаимно перпендикулярных направлениях, и в первом приближении 
между ними нет связи. Учтем теперь конечное поперечное сечение 
стержня и то, что при изгибных колебаниях его элементы совершают 
не только поступательное, но и вращательное движение. Это дает не-
большие поправки в уравнении колебаний и несколько изменяет соб^ 
ственные частоты [2], а в случае стержня сложной формы приводит 
к возникновению связи между продольной и поперечной модами. При 
изгибных колебаниях, гладкого цилиндра ось вращения каждого эле-
мента проходит через его центр инерции. Иначе обстоит дело в случае 
антенны сложной формы, изображенной на рисунке. Д л я элементов 
стержня Ах, расположенных в сечениях АА' и ВВ\ мгновенная ось 
вращения не совпадает с центром инерции элемента и возникает сила, 
действующая вдоль стержня. Она равна произведению ускорения на. 
массу той части стержня, которая за счет асимметрии поперечного. 
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сечения "определяет сдвиг центра инерции. В рассматриваемом случае 
это масса рога и прилегающей к нему области, имеющей в продольном 
направлении размер порядка глубины 
ты будем учитывать только массу рога 
доточена в точке на поверхности цилиндра. Ускорение этой массы, на-
правленное вдоль стержня, может быть представлено как произведе-
ние углового ускорения вращения элем ента стержня 

яние от мгновенного центра вращения (очевидно, оно незначительно 
отличается от радиуса Цилиндра R). 

Получаем, что в сечениях АА' и ВВ' действует сосредоточенная 
сила, направленная вдоль оси х, которую можно представить в виде 
6-функции: 

d3v 

d3v 
дхдР 

на рассто-

/i (х, t) — triR dxdt* 
б (х—х0), 

где Хо = 1\ либо h- \ 
Аналогично рассчитаем возбуждение изгибных колебаний в антен-

не за счет связи, если в Нёй существуют продольные колебания. При 
продольных колебаниях стержня в области изменения его поперечного 
сечения возникает момент сил инерции массы рога относительно оси 

Qiu \ • 
изгиба qM- = —mR—^-. Предполагая, что он приложен в точке х0, за-

пишем его в виде 

t) = 
i 
Г m,R -^-f- б (x—£0) dx. 

о 

Таким образом, уравнения (1) и (2) оказываются связанными че-
рез силы, стоящие в их правых частях: 

+ 2бг — 
Ы% 1 dt 

• а ? 
д%а nvR d3v 
дх* ~ pS dxdt* 

б (х—х0), 

d2v 
dt2 + 26, 

dv_ 
dt 

+ al d*v _ mR] д 
dx* pS 'дх 

д*и 
(3) 

б (х—х0) 

Решение каждого из уравнений сиртемы (3) при соответствующих 
граничных условиях будем искать в вцде разложения в ряд по собст-
венным функциям однородного уравнения: 

я = 1 

со 

(4) 

(5) 
m= 1 

где 

4V 
пях 

COS 
I 

sh %ml — sin Kml 
ch Xml — cos Kml 

= | (sh %mx ~ sin Xmx) • 

(ch Xmx [f cos k, ,*)} [2]. 

Функции, стоящие в правых частях системы (3), также представим 
в виде рядов Фурье и проведем интегрирование. Подставляя предпола-
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гаемую форму решения ? (4) и (5) в систему уравнений (3), получаем 

х=ха 
ф» (*•) Фя М = 

*»(*.) U m (*) = <М6) 
=*о > 

f о» 2 m R 1П d2rJm 

dt* 1 dt 1 n n M U dt2 dx 
Л=1 OT=»1 

Z j [ dt* ' dt 2 ж M d/ 
m=l n=l 

Здесь и Хж— собственные значения, соответствующие собственным 
функциям и ij>,„, M — pSl — полная масса стержня. 

Взаимодействие мод происходит эффективно для колебаний с близ-
кими частотами, в частности, интересующая нас основная мода про-
дольных колебаний близка к третьей моде изгибных. Остальные моды 
стержня возбуждаются существенно слабее,, и их можно исключить из 
рассмотрения. Оставляя в уравнениях (6) только две выбранные вза-
имодействующие моды, получаем два уравнения, связывающие<U\(t) 
и v3(t): .'., ,, , 

d2ux 

dt1 

d*v. 

2 6 ^ + я Ш Ч 1 dt 1 1 

2mR d*v9 

dt* 
26o dt>3 

~df 

M dt2 

2mR d*ui 

dx 

d\l?s 

Ф1 (*o)-

M lit2 dx 

2mR DIJJ3 I 

Фх (*o): , (7) 

Введем следующие обозначения: ос 

связи, v S ^ a S X ^ ^ E n Z / i p l 2 ) , = = 
Ф1 (хо) — коэффициент 

парциальные 
частоты (рз«г11). 

Уравнения (7) описывают колебания в системе с двумя степенями 
свободы с инерционными связями. Их решение хорошо известно (см., 
например, [3]) . Рассмотрим случай, обычно реализующийся на практи-
ке, когда связанность в системе мала, т. е. a2vi2V22/(v22—vi2)2<Cl. Пред-
положим также, что 6 i = 0 . Это вполне оправданно, так как собственная 
добротность основной моды продольных колебаний кристаллический 
антенн более чем на два порядка превышает добротность изгибных мод 
нечетных порядков, имеющих пучность смещений в центральной части 
стержня. Взаимодействие в системе приводит к тому, что собственный 
частоты ел и саг отличаются от парциальных и коэффициенты затуха-
ния б / и Ь2 на этих частотах изменяются: 

(От . = 

v;a 
J2 , 2 

( v r • V 2 ) ( ( 0 2 • 4 ) 0 -a2) 

Анализ приведенного выше выражения для коэффициента связи 
показывает, что он уменьшается при уменьшении отношения массы 
рога к полной массе антенны, а также зависит от величины d^sldx 
производной от собственной функции моды изгибных колебаний в сече-
ниях АА' и ВВ' (см. рисунок). Эта производная обращается в нуль 
в пучности изгибных колебаний, что может быть использовано для 
3 ВМУ, № 3, физика, астрономия 33 



уменьшения коэффициента связи. Однако на практике не удается 
уменьшить связь до нуля ввиду сложности формы антенны: 

Было проведено экспериментальное исследование добротности 
Q = co/(26) модели гравитационной антенны сложной формы, изготов-
ленной из монокристалла кремния." Он^ имела длину / « 6 0 см, радиус 
цилиндрической части R — 4 см. Полна^ масса антенны Л1~6-103 г. 
В эксперименте относительно просто определяются собственные часто-
ты G)i и о)2 колебаний антенны. Парциальные частоты обычно неизве-
стны. Однако, пользуясь условием малой связанности колебаний, мож-
но упростить выражения для коэффициентов затухания, записав их 
в следующем виде: 

б,' = б , 

К-
В таблице приведены результаты 

исследований двух вариантов гравитац 
длиной рогов. При вычислениях учитыва 
увеличивает коэффициент связи - по сраё 

расчета и экспериментальных 
ионных антенн, отличающихся 
лись оба рога, что в два раза 
нению с введенным в уравне-

*0 т, г 
0), 

Гц 
Ы-

Гц 
2Я А "расч о' 1 расч 

о' 
1 эксп 

0,33/ : - 40 . - 6,920 ; 7,143 З-И I f 1,9-10-2 4-10* 1 , 2 1 0 е 

0,251 50 7,012 6,692 з-н )5 1,2-10"3 2 • 107 5-10е 

ниях (7). Сравнение расчетных значений с данными эксперимента по-
казывает, что рассмотренная модель дает удовлетворительное описание 
дйссипативных процессов, возникающих из-за связанности колебаний 
в резонаторе сложной формы, каким является гравитационная антен-
на. Выбирая соответствующим образом размеры рогов, можно добиться 
минимальной связи между модами и, следовательно, максимальной 
добротности антенны. 

Авторы искренне благодарят В. Б. Брагинского за внимание и по-
мощь в работе. 
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