
энергиями, большими порога неупругих потерь еь при условии, что в 
разряде не существует бегущих страт. При наличии бегущих страт 
ФРЭЭ имеет второй максимум при энергии несколько меньшей ei. 
В условиях существования в разряде винтовой неустойчивости ФРЭЭ 
не отличается существенно от максвелловской до энергий электронов 
порядка 40 эВ. Диффузия электронов на зонд перпендикулярно магнит-
ному полю во всем исследованном диапазоне условий подчиняется 
классическому закону, а не бомовскому. В магнитном поле в условиях 
существования в разряде неустойчивостей е увеличивается к периферии 
разряда. В магнитном поле в положительном столбе без неустойчивос-
тей ФРЭЭ не меняется по сечению разряда. 

СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ 

II] С п и в а к Г. В., Р е й х р у д е л ь Э. М. Изв. АН СССР, сер. физ., 1938, № 4, 
с. 479. [2] Д е в я т о е А. М. и др. В кн.: Пятая: Всесоюз. конф. по плазменным уско-
рителям и ионным инжекторам. Тез. докл. М.: Наука, 1982, с. 171. [3] Ч е н Ф: В кн.: 
Диагностика плазмы. Под ред. Р. Хаддлстоуна и С. М. Леонарда. М.: Мир, 1967, 
с. 94. [4] Т и х о н о в А. Н., А р с е н и н В. Я. Методы решения некорректных задач. 
М.: Наука, 1974. [5] В о л к о в а Л. М., Д е в я т о е А. М., Н и к о л а е в В. С. Деп. 
ВИНИТИ № 4287 от 03.08.83. [6] В о л к о в а Л. М„ Д е в я т о е А. М„ Ш е -
р и ф М. А. Физика плазмы, 1977, 3, с. 1156. [7] Н и к о л а е в В. С. Вестн. Моск. ун-
та. Физ. Астрон., 1983, 24, № 1, с. 29. [8] К а г а н Ю. М., К о л о к о л о в Н. Б., 
М и л е н и н В. М. Опт. и спект., 1970, 29, с. 1041. [9] В а г н е р С. Д., В и р о л а й -
н е н В. А. ЖТФ, 1974, 44, с. 468. 

Поступила в редакцию 
27.02.84 

BECTH. МОСК. УН-ТА. СЕР. 3. ФИЗИКА. АСТРОНОМИЯ, 1985, Т. 26, № 3 

УДК 532.517:621.373 

ДЕСТОХАСТИЗАЦИЯ СИСТЕМЫ СО СТРАННЫМ АТТРАКТОРОМ 
ПОСРЕДСТВОМ ПАРАМЕТРИЧЕСКОГО ВОЗДЕЙСТВИЯ 

В. В. Алексеев, А. Ю. Лоскутов 

(кафедра физики моря и вод сущи) 

Среди динамических систем, имеющих странный аттрактор в фазо-
вом пространстве, сейчас более или менее понятной можно считать 
лишь систему Лоренца [1, 2], нелинейность которой исчерпывается 
членами второго порядка. Поэтому исследование динамических систем 
с более сложной (особенно неполиномиальной) нелинейностью, имею-
щих странные аттракторы в фазовом пространстве, представляет осо-
бый интерес. 

В [3] было показано наличие странного аттрактора в системе 
уравнений, описывающих динамику простой экосистемы. В этом слу-
чае детерминированное предсказание хода процессов с участием живых 
организмов исключается — систему можно описать только статисти-
чески. Однако возможность синхронизации, обнаруженная в [4] для 
системы Лоренца, поставила вопрос об управлении системами, рас-
сматриваемыми в [3]. Целью нашей работы было изучение процесса 
дестохастизации решения нелинейной системы уравнений, исследуемой 
в [3], путем параметрического периодического воздействия. Отметим, 
что роль этой системы не исчерпывается эффективным описанием ши-
рокого класса экосистем; она достаточно универсальна, чтобы описы-
вать многие явления типа конкуренции. Так, например, к этой системе 

40 



сводятся уравнения, описывающие конкуренцию мод в лазерных гене-
раторах [5]. 

Итак, рассмотрим следующую систему уравнений: 

x = f(x), X={Xi,...,Xi}, f={fu ...,/4}, (1) 
где 

f 1 =—81X1—71*1*2/ (1 + axi) + §X\Mol (1 + ЬМо), 
fz = —S2X2 + У2Х1Х2/ (1 -j-axi), 

/3= — ei'x3—yi'xaxd (1 + a ' x 3 ) + рХзМо/ (1+Ь'Л10), (2) 

ft = — e i x i + y t ' x s x j (1 + a 'x 3), 
4 

Mb = M— M = const. 
i=l 

Назовем эту систему системой I. Здесь хг, Х\, хь х3 — массы отдельных 
видов пар типа «хищник — жертва», конкурирующих за общее пита-
тельное вещество 0 [6] (или, в случае лазерной физики, числа 
фотонов разных мод); все коэффициенты — неотрицательные констан-
ты; 81, 82, е / , — коэффициенты смертности (или, соответственно, об-
ратные времена жизни фотонов); М>0 — общая масса системы (или 
число возбужденных атомов, поддерживаемое внешней накачкой в от-
сутствие лазерной генерации); константы а, аЬ, Ъ' обеспечивают на-
сыщение взаимодействий между «хищниками» и «жертвами» и между 
«жертвами» и питательным веществом (или между модами и возбуж-
денными атомами). Остальные константы характеризуют интенсив-
ность соответствующих взаимодействий (или коэффициенты усиления) 
и удовлетворяют условиям 

Y i > Y * > 0 , Y i , > Y 2 / > 0 , р > 0 , р ' > 0 . ( 3 ) 

Предположим, что нумерация уравнений (1) такая, что б ' > 6 . 
Тогда для существования и единственности нетривиальной стационар-
ной точки Q = {Qi, ..., Q4} со строго положительными координатами, 
удовлетворяющей уравнениям f (Q)= 0, необходимо и достаточно вы-
полнение условий [7] 

0 < а , а ' < 1 , 0 < б , б '<1 , 
Р ( 6 ' - 6 ) , 6 

УхЬа 66' 

где а = ае2/у2, 6 = &ei/p, а = 1—а, 6 = 1—б. Д л я устойчивости этой точки 
Q необходимо и достаточно выполнение неравенств Гурвица 

р > 0 , pq—r> 0, s > 0, (pq—г) г—sp2 > 0, ( 5 ) 

где р, q, г, s — коэффициенты характеристического уравнения [3, 7] 
№ + pb.k3+q№+rbk + s = 0, k=l,..., 4, 

линеаризованной системы (1). 
Пользуясь этим, рассмотрим следующую конкретизированную сис-

тему (система I I ) : 

81 = 8 2 = 7 1 = 7 2 ' = 1, 

Yi = 8 i / = Y / = e 2
/ = 2, 

Р = (6 ) 

Ь' — а = а' = Ь = а = 0,225, 
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которая исследовалась нами численно. Аналогичная система, но при 
фиксированном р(Р—1) и произвольном а изучалась ранее в [3, 7]. 
В частности, там была найдена и выделена в пространстве параметров 
(М, а) область стохастичности (с точкой а = 0,225 и ЛГ=18). Подроб-
ное исследование обнаруженного в указанной системе стохастического 
режима позволяет заключить i[3], что он обусловлен наличием в фазо-
вом пространстве странного аттрактора [1,8] . 

Вернемся к системе II. Ее состояние определяется точкой на дву-
мерной плоскости параметров (М, р) (рис. 1). Физическая область, 
соответствующая существованию нетривиальной стационарной точки Q 
(4), расположена выше гиперболы ABC на рис. 1. Область устойчивос-

ти, определяемая (5), покрыта 

р) область стохастичности (далее область 5 ) . П р и М = 1 8 область S про-
стирается на 0 , 9 8 < р < 1,257. Эта область характеризуется положитель-
ной энтропией Колмогорова i[9], что гарантирует стохастичность. Вели-
чину энтропии часто оценивают с помощью функции K(t) = 
= [ln(p(f)/p(0)-)]/£, где р(0) — малое начальное расстояние между 
двумя точками в фазовом пространстве, а р (t) — соответствующее рас-
стояние в момент t. Численный анализ показывает, что для регулярных 
режимов движения системы II функция K{t) всегда отрицательна, в то 
время как для области стохастичности она через некоторое время ^~20 
выходит на положительный стационарный уровень, равный 0,2. Спект-

Рис. 3 
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ральный анализ [10] движения системы II в области стохастичности 
позволяет заключить, что оно обладает сплошным спектром (рис. 2). 
Развертка же во времени координаты х3(t) показывает, что при М = 1 8 ; 
0 ,98<р<1,257 за время t~512 (рис. 3) периодичности не наблюдается. 
Таким образом, утверждение, что в системе II при определенных пара-
метрах существует стохастический режим, было проверено с помощью 
многих критериев. 

Рассмотрим теперь систему III, которая соответствует системе II 
с параметрами М = 18, а = 0,225, p = p 0+pisin со i , где t — время, а> — 
частота. При этом (30, Pi выберем так, чтобы р не выходило из области 
стохастичности 5. Назовем это периодическое возмущение параметра 
(3 параметрическим возмущением. Численно исследуя систему III при 
Ро= 1,125, —0,13, можно найти набор частот со, при которых будет 
наблюдаться следующее явление: временная развертка координаты 
Хз(t) становится периодической (с точностью до шага интегрирования) 
(рис. 4), энтропия Колмогорова отрицательна, а спектральный анализ 
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движения системы III позволяет заключить, что оно обладает регуляр-
ным спектром (рис. 5). Численно был выявлен следующий набор час-
тот /=<о/(2я;), при которых наблюдается это явление (назовем его 
параметрической дестохас-
тизацией): / = 0,57; 0,60; 0,64; 
0,65; 0,67; 0,69; 0,71. Таким 
образом, можно утверждать, 
что при параметрической 
дестохастизации на указан-
ных частотах и при выбран-
ных выше значениях пара-
метров р0 и Pi стохастич-
ность отсутствует, хотя при 
Pi = 0 она четко наблюда-
лась. Данный результат 
вслед за работой [4] ука-
зывает на возможность уп-
равления автостохастической системой 
ческого периодического воздействия, 
зации аттрактора Лоренца [4] область дестохастизации оказывается 
более сложной и, по-видимому, представляет собой гребенку, состоя-
щую из узких пиков. 

AKJiilliU 
Рис. 5 

с помощью параметри-
В отличие от синхрони-
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(кафедра общей физики и волновых процессов) 

Одна из проблем распространения волн в случайно-неоднородных 
средах связана с необходимостью решать краевую стохастическую за-
дачу. Такая задача возникает при описании многократного обратного 
рассеяния, когда поле на границе является неизвестным функционалом 
от характеристик среды. Способы анализа краевых стохастических 
задач, развитые в работах [1—4], в основном применяются для реше-
ния либо одномерных задач, либо трехмерных с крупномасштабными 
неоднородностями. В работе авторов [5] статистический анализ одно-
мерной граничной стохастической задачи проведен на основе метода 
функционального интегрирования. Этот метод в статистической теории 
волн использовался в работах [6, 7] при описании характеристик све-
товой волны, распространяющейся в случайной среде с крупномасштаб-
ными неоднородностями. Применение этого метода, основанного на 
представлении функции Грина уравнения Гельмгольца в виде конти-
нуального интеграла, к краевым стохастическим задачам позволяет рас-
смотреть распространение волн в случайных средах без предваритель-
ных ограничений на характеристики среды и длину волны и свести 
краевую стохастическую задачу к краевой детерминированной. В на-
стоящей работе функциональный подход развит для решения трехмер-
ной краевой стохастической задачи. 

Рассмотрим слой 0 < z < L неоднородной среды с диэлектрической 
проницаемостью е(г) = 1 +<ei (г), гДе ei(r) — случайное статистически 
однородное и изотропное поле, распределенное по нормальному закону 
со средним значением (ei) = 0. На слой из области z < 0 с е ( г < 0 ) = 1 
падает нормально плоская волна Е0е*<&2:_й)<). При произвольном соотно-
шении между размерами неоднородностей и длиной падающей волны 
могут происходить сильные изменения поляризации в случае много-
кратного рассеяния. Однако математические трудности заставляют ог-
раничиться скалярным волновым уравнением, причем уже в этом про-
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