
кую ориентацию спина конечного лептона, в формуле (14) растет с 
уменьшением А и обусловлено как ажсиально-векторным, так и век-
торным взаимодействием., 

Айторы выражают благодарность проф. А. А. Соколову за внима-
ние к работе. 
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О КВАНТОВЫХ ПРЕДЕЛАХ ОШИБОК ИЗМЕРЕНИЯ 
В РАСПРЕДЕЛЕННЫХ СИСТЕМАХ 

Ю. И. Воронцов 

(кафедра физики колебаний) 

В последние десять лет в связи с разработкой детекторов грави-
тационного излучения много внимания уделялось квантовым ограниче-
ниям ошибок измерения различных, наблюдаемых у механических ос-
цилляторов и свободных масс [1—4]. Но рассматривались простейшие-
модели с одной степенью свободы. Реальные макроскопические систе-
мы всегда имеют множество степеней свободы, и практически невоз-
можно связать измерительный прибор только с одной'из '1 них. В твер-
дотельных гравитационных антеннах регистрируется либо Движение-
торцов стержня, либо растяжение в его центре. В обоих случаях реги-
стрируется суперпозиция нормальных колебаний, а не отдельное из 
них. Поэтому распространение результатов исследования систем с од-
ной степенью свободы на реальные системы не всегда может быть, 
оправданно. Выяснению квантовомеханических ограничений ошибок 
измерения, наблюдаемых, являющихся суперпозицией нормальных дви-
жений в одномерной распределенной системе и Посвящена данная 
работа. ; . „ • , 

При относительно малых амплитудахч смещения гейзенберговский" 
оператор смещения t), относящийся к пространственной коорди-
нате х системы, можно' представить в следующем виде [5]: 

Q(x, V = £Qn(xlqnit)> (1> 

где qn{t) —t гейзенберговские операторы нормальных координат,. 
Qn(x) •— собственные функции системы. В случае однородного свобод-
ного стержня 

- Qn(x) ~^2cos{tmx/l), (2} 

где N- — число степеней свободы системы, I — средняя длина стержня. 
Рассмотрим вначале идеализированный случай системы с беско-



нечным числом степеней свободы и эквидистантным спектром собствен-
ных частот. Чтобы'прибор реагировал только на одну из нормальных 
координат, он должен был бы взаимодействовать с системой по всей: 
ее длине так, чтобы в него поступал сигнал, равный 

= t)Qn{x)dx. ' (3> 
• • ' о . 

Тогда предел ошибки измерения наблюдаемой q был бы таким же;, 
как и в системе с одной степенью свободы. ( 

Квантовый предел ошибки измерения координаты торца свобод-
ного стержня определяется видом коммутатора [<5(0, <5(0, h)~\. 
Используя соотношения (1) и (2), получим 

• 0 0 • 

[Q(о, у , Ш t 2 ) ] = S s l n ( ' « - ' Л - и * ( W i ) - (4> 
п=0 п 

Если наблюдаемая не является интегралом движения или если изме-
рение не является невозмущающим [1], то показания прибора будут 
по-разному относиться к состояниям системы до и после измерения. 

Измерение может быть однократным (когда с исследуемой систе-
мой в течение времени Ti взаимодействует единственная частица, слу-
жащая в. качестве квантового считывающего звена прибора) или не-
прерывным в течение времени т (когда в качестве квантового считы-
вающего звена используется достаточно плотный поток частиц). 

Формально квантовая теория допускает такие однократные изме--
рения любых наблюдаемых, при которых показания прибора . зависят-
только от состояния системы до измерения и не зависят от возмуще-
ния со /стороны прибора [6]. Идея такого измерения состоит в следуг 
ющем. Допустим, что гамильтониан взаимодействия пробной частицы 
с системой равен $Qy, где Q — измеряемый оператор, у — оператор 
координаты частицы, р .— коэффициент связи. Если масса частицы 
настолько большая, что можно пренебречь спонтанным расплыванием 
волнового пакета- частицы за время наблюдения, то оператор импульса 

^частицы после взаимодействия с линейной системой в течение времени; 
. тi будет равен, . ; 

xi • Хс xi • t л 
Ру(0 = Ру(°) + Р J Q ( 0 d t - Р у ( ° ) + Р (5> 

о ; - ••• О - О • 0 . ''•' 
где Qo{t) — оператор системы при ее свободной эволюции, ру(0)< 
у(0) — операторы импульса и координаты частицы в момент начала: 
ее взаимодействия'с системой. 

Начальное состояние частицы можно приготовить таким,/ чтобы 
был© -

РУ (0) = РУ—У (0) а (т,-), . . (б) 
где • 

' ' ' г/ i 
.>(T,) = P2f dt[K(l)dl, ч 

о о ' / " .,: 
Ру° — не коррелированная с $(0) часть импульса. Тогда из (5), (6) 
найдем, что разность ptf(t)—p.y° будет зависеть только от невозмуЩен---

тг ^ • 
ного значения интеграла j Q0 (t) dt. Дисперсия результатов таких из-



мерений интеграла от <5о ( 0 при |3->-°о будет зависеть только от началь-
ного состояния системы. Реальное Q{t) во время измерения будет от-
личаться от Qo(t) тем больше, чём больше р (чем меньше ошибка 

измерения величины j' Q0 dt j . 
б ' 

Величина [py{t)—ру(0)]|3-1 дает информацию о значении интег-
рала от полного значения наблюдаемой Q(t) во время измерения. При 
J5->oo это значение интеграла может быть измерено точно. Однако дис-
персия результатов таких измерений независимо от исходного состоя-
ния системы будет б.ескоЬечно большой. 

Практически однократные измерения не представляют интереса, 
так как их точность не может быть достаточно высокой из-за огра-
ниченности коэффициента связи р. Типичными являются1 измерения, 
в которых используются достаточно плотные потоки частиц (электро-
нов, фотонов). Такие измерения называются непрерывными. Приборы, 

•осуществляющие, непрерывные измерения координат, характеризуются 
обобщенной случайной силой F(t), действующей со стороны прибора 
на систему, и случайным сигналом q(£) на входе прибора, адекватным 

•собственным флуктуациям прибора. В случае стационарных измерений 
спектральные плотности 5/(со) (производной dF/dt) и S^(to) удовлет-
воряют; соотношению [7] ! 

- № + ^ o ) | R e 5 / „ - S ( 7 R e F 1 1 | , (7) 
4 - . 

где Уц — реальная часть входной проводимости прибора, $гд — пе-
рекрестная спектральная плотность функций q(t) и dF/dt. Если бы 

шрибор обладал бесконечно малой инерционностью, то приближенное 
измерение наблюдаемой Q(t) можно было бы представить как резуль-
тат точного измерения оператора 

^ t 
Q (t) = Q (t) + j F ( f ) К (t-t') dt' + q (t). (8) 
, о 

З а начало отсчета времени взят момент начала взаимодействия прибо-
ра с системой. 

Показания реальных приборов соответствуют некоторому функ-
ционалу от Q(t). Рассмотрим частный случай, когда показания прибо-
ра соответствуют среднему за некоторый интервал времени т значе-
нию Q(t). ! 

Дисперсия а т
2 суммы 

• — ) dtx J F (£) К (h-С) — f q ( f ) dt' / ' (9) 
X 0 0 X 0 

определяется состоянием прибора и динамическими свойствами систе-
мы. Величину От будем называть среднеквадр этичной ошибкой изме-
рения, а стандартное отклонение «за второго слагаемого в этой сум-
ме — среднеквадратичной погрешностью прибора. 

Если длительность взаимодействия тг- отдельных частиц с системой 
-много меньше интервала усреднения т, то функции F(t) и q(t) можно 
считать б - ко рр ел нрав а нн ы м и. Взаимная корреляция функций F(t) и 
>q{t), как видно л з соотношения (7), приведет к увеличению произведе-
ния спектральных плотностей SiSq и не даст того эффекта, который 



дает корреляция .при однократном измерении. Положим SLQ=0. Пре-
небрежем входной проводимостью прибора (Уп = 0). Ошибка измере-
ния в.этом случае будет равна 

с . т 

^ 4 ^ 

О 

Т t 
jV (10) 

Если измеряется положение торца Q(0, t) свободного стержня, то 
функция K(t) удовлетворяет соотношению (4) и будет _ 

О 0 О п=1 . 

При о)1Т<С2я из соотношений (10) и (11) получим . 

Jl S q О'M.Q——- + 
jx2TSf 

(II) 

Г 3(0 jM2 ' г ::: 

Поскольку в рассматриваемом случаё SpSq^h 2 j4 t то , : 

' ' ' < ' 3 > 

Таким образом, предел ошибки измерения среднего за время т 
положения торца стержня (идеализированного) при o)iT<2jt не зави-
сит от т и определяется только его характеристическим сопротивле-
нием р = л/(toiM). В случае о)1т!Э>'2я получим 

" (14) 4 2 / 5 М . ' 

Соотношение (14) соответствует ошибке измерения среднего за т поло-
жения сосредоточенной массы М при непрерывном стационарном изме-
рении координаты [8, 9]. 

Ошибка измерения длины стержня £=Q(i, t) —$(0, t) зависит от 
способа ее измерения. Если длина определяется как результат незави-
симых измерений координат торцов, то ошибка измерения убудет равна 
}'2omQ. Если же прибор реагирует непосредственно на разность 

,*Q(l,t)—<5 (0, /) , то в соотношении (10) следует считать 

п—0 ' 

' ' •• (15) 
П р и o>iT<я получим предел ошибки измерения длины стержня 

- / WW ' .."'««> 
равный ошибке'измерения при независимых измерениях координат 
.торцов. При ю п О я будет ' " 

^• • , / fl-2я 
<*ML> I / : ~7W" 

V pcOiT/3 

Независимость ошибки измерения длины от длительности из мере-



ния при coit<jt делает невозможным использование метода стробиро-
вания в гравитационных экспериментах [8], если прибор реагирует на 
координаты торцов стержня. Метод стробирования может быть исполь-
зован, если прибор будет связан только с одной нормальной коорди-
натой стержня. . . . 

Импульсная характеристика реальных стержней • отличается o r 
идеализированной, определяемой соотношением (4). Спектр собствен-
ных частот реального стержня ограничен некоторой критической часто-
той « с Поэтому полученные выше соотношения справедливы только 
при <ост>1. 

Соотношения (12) — (17) определяют предел ошибки измерения не-
только координат концов стержня, но и обобщенных координат любой 
одномерной распределенной системы, если им соответЬтвует соотноше-
ние (4). В случае двухпроводной^ линии аналогом Q(x, t) является 
заряд, прошедший через один из проводов за время t. Эквивалентная 
масса линии равна ее полной индуктивности. 

Предел ошибки измерения напряжения на конце чразомкнутой ли-
нии будет равен при :(0i-T<3t пределу ошибки измерения эдс батареи с: 
внутренним сопротивлением р. Эквивалентная схема прибора, измеря-
ющего напряжение, так же как и прибора, измеряющего координату, 
содержит два источника случайных сигналов. Случайное > воздействие 
на систему можно отобразить либо, источником случайного заряда, 
либо источником случайного тока I(t). Приближенное!измерение мгно-
венного значения эдс батарей можно представить кар: результат точ-
ного измерения оператора Л 

1 ' ( 0 = e l 0 + / ( 0 - P + " ( 0 , > | (18) 
где u(t) — случайное напряжение, играющее ту же роль, что и слу-
чайный заряд q(t) в соотношении (8). 

При непрерывном' стационарном измерении в случае отсутствия 
корреляции между J(t) и u(t) спектральная плотность флуктуации 
суммы I(t)p + u(t) была бы равна 5 = р25/ + 5м . Функции • £/(<») и 
5м((о) удовлетворяют соотношению (7), следовательно* будет S tS u >-
> (/iw/2)2. Квадрат модуля частотного коэффициента! передачи цепи, 

осуществляющей операцию (1/т) j &(t)dt, равен sin2 (<от/2)/(ауг/2)2 

Интеграл -
о 

о» J 5 (со) s i n 2 ( ( 0 T / 2 ) d o 
(сот/2)2 

будет расходящимся. Следовательно, ошибка измерения среднего за т 
значения эдс в этом случае, будет равна бесконечности. Можно пока-
зать, что и при взаимной корреляции функций I(t) и u(t) будет 
5>рЯсо и, следовательно, ошибка останется бесконечной. / 

, Ошибка измерения может быть конечной, если модуль выходного 
сопротивления источника напряжения в области высоких частот падает 
не медленнее чем ю-1. Например, если внутреннее сопротивление источни-
ка р шунтировано емкостью С, то при т>>рС=то будетоготе'^ | /лр/(тт0)4 

Заметим, что речь идет об ошибке измерения среднего за т значе-
ния напряжения, а не об обнаружении известного 1по форме сигнала. 
Простой расчет- по теории линейно'й фильтрации показывает, что пря-
моугольный импульс напряжения длительностью те может быть обна-
ружен, если его амплитуда е0 ^ ^Йр/Те. 

12 
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ИЗЛУЧЕНИЕ РЕЛЯТИВИСТСКИХ ЧАСТИЦ С УЧАСТКА ТРАЕКТОРИИ 

Р. Гонзалес Фелипе (Куба), Ю. Г. Павленко 

• (кафедра теоретической физики) 

Хорошо йзвестио, что спектр излучения ультрарелятивистских ча-
стиц существенно зависит от соотношения между характерным углом 
отклонения Да частицы во внешнем поле и углом раствора ~ т / & ко-
нуса излучения [1—3]. Мы рассмотрим случай Да^>т[е, когда частица 
излучает в данном направлении \ с небольшого участка траектории. 
Обычно для вычисления спектра спонтанного излучения, используется 
приближение заданного тока, а исследование индуцированных процес-
сов проводится в два этапа — необходимо найти закон движения час-
тицы в поле волны, а затем "вычислить работу, совершаемую волной 
над частицей [1,4] . - -

В этой работе мы используем каноническую теорию возмущений. 
[5], универсальную в' том смысле,, что любые - экспериментально изме-
ряемые величины вычисляются единым образом, причем спонтанные и 
индуцированные процессы (как и в квантовой электродинамике) вы-
числяются одновременно. 

1. Каноническая Теория возмущений. Пусть — фазовые. кЪорди-
наты некоторой системы, Я (г, т) — гамильтониан, F = F(z, т) — про-
извольная динамическая переменная, т — параметр. В работе [5] по-
казано, что решение уравнения, которому удовлетворяет F(z, т) , можно 
представить в виде : ' 

- . т т, хп-1 
F (т) = j dr x J d T 2 . , . j dxn x ... 

To To To . 

X [.. .[F(z0, т), H(z0, x^HiZo, т2)] . . . ] # ( z 0 , т,г)]. (1) 

Здесь скобки Пуассона (СП) вычисляются по переменным Z0=Z(TQ). 
.Доказательство единственности решения и оценки радиуса сходимости 
могут быть получены на основе метода мажорантных рядов Коши, 
•принципа сжатых отображений и других методов. 

В соответствии с [5]. представим гамильтониан частицы, взаимо-
действующей с внешним полем A^ix) и свободным полем А„(х) в-
.виде. . ^ . . 7 : , 1 • 

Я = Я 0 + Я / , 
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