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Одной из характерных для приборов типа мазера на циклотрон-
ном резонансе конфигураций полей является суперпозиция стоячей 
волны и постоянного магнитного поля. Поэтому представляется инте-
ресным проанализировать взаимодействие электрона с такого рода 
полем, локализованным между двумя отражателями (простейший ре-
зонатор) . 

Пусть электрон взаимодействует с полем плоской циркулярно-по-
ляризованной поперечно-однородной стоячей электромагнитной волны 
с вектор-потенциалом 

А = Л [sin co| + sin a>r))i—(cos cô  + cos cor|) j ] . (1) 

Вектор напряженности постоянного магнитного поля Но = #ок направ-
лен вдоль оси z, £ = t—zjc, г] = t+z/c, с — скорость света, ю — часто-
та, Е0 — амплитуда электрического поля, А=—сЕо/ы. Координаты 

х и у, а также соответствующие им интегралы движения будем в 
дальнейшем называть поперечными, а z и t — продольными. 

На первом этапе анализа взаимодействия релятивистского элект-
рона с полем ограничимся классическими уравнениями движения как 
в случае магнитного поля, так и без него. Основой рассмотрения по-
ведения электрона в указанной конфигурации полей на втором этапе 
будет релятивистское волновое уравнение Клейна — Гордона, дающее 

€олее детальную картину взаимодействия и позволяющее в случае, 
когда энергия сохраняется, получить энергетический спектр бесспино-
вой частицы в стоячей волне. 

Будем исходить из ковариантной формулировки уравнений движе-
ния заряда в электромагнитном поле с вектор-потенциалом Л„: 

11 с \ dxv дхц, / V' 

где m — масса, е — заряд электрона, а точка означает дифференци-
рование по собственному времени т. Следует отметить, что помимо 
инвариантности потенциала (1) относительно любых поперечных сдви-
гов, которой отвечают интегралы 

х = (о0у + — Ах + D, у = — (й0х + — Ay + S, (2) 
mc mc 

где щ = еН0/тс, А=АХ\+АУ], рассматриваемая конфигурация полей 
инвариантна относительно суперпозиции поворота в плоскости (XOY) 
и соответствующего сдвига по времени. Поэтому имеет место интег-
рал движения 

A + Jb-nb ^ ( р А - р Л ) + Щ-соэ (2 -2L), (3) 
2т со тс та2 \ с ) 
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где y=dt/dx, р% = pl+p2
y, Рц= тх^. С учетом (2) он преобразуется 

к виду 

Pi =— Y + (Dy-Sx) + -L mco0 (х2 + у2). со 2 (4> 

Интеграл (4) независим по отношению к (2) и к интегралу урав-
нений движения = —с2, но является лишь иной формой записи 
(3). В случае движения частицы в поле волны с фазовой скоростью,, 
зависящей от z, интеграл (4) также имеет место и является зависимым 
от интеграла,1 полученного в [1], где он приводится в форме, анало-
гичной (3). Если бегущая и отраженная компоненты стоячей волны 
имеют различные амплитуды, то (4) также справедливо, а выраже-
ние (3) отличается множителем |Л при cos {2a>z/c), где р, — коэффи-
циент отражения при компоненте с фазой t+z/c. 

Таким образом, выражение (4) справедливо для движения части-
цы в широком классе конфигураций полей, оно помогает установить 
однозначное соответствие между ростом энергии частицы при наличии 
циклотронного резонанса и увеличением радиуса ее циклотронной 
орбиты. 

Симметрия полей типа (1) позволяет перейти в уравнениях дви-
жения к цилиндрическим координатам * = rcos(p, i/ = rsin<p с выбором 
оси 2, отвечающим условию D = S = 0, что возможно при ооо^О. В но-
вых переменных получаем систему уравнений, замкнутую относитель-
но г, 0 = оrf—ф, г: 

f г 
тс [ 

sin 0 

и , еА Т ~~J 
2с2 тс 

COS ( 0 — — Z ) + COS ( 0 + — Z + С, (5> 

еА&т0г eta (в — — г ) н- eln f в + — z ) } + 

. о е2А2а> . ( п со , + 2 sin 2 — z I . 

Заметим, что при г—пяс/ы, где п = О, 1, 2, ..., система (5) переходит 
в полностью интегрируемую систему 

0 = 

2 — s i n e , 
тс 
со0со2г2 ^ 2 еА c o s 0 

2с2 Е, 

которой соответствует интеграл 

R cos 0 • Br morcoо ^з 
2 I бе Ac 

Как следует отсюда, движение в плоскости (А"0}') финитно, энергия 
частицы меняется в конечных пределах, и циклотронный резонанс от-
сутствует. Для параметра g=r2, линейно связанного с энергией, полу-
чаем уравнение классических колебаний 

dx + 55?te) = о, 
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с эффективным потенциалом 

Среди решений исходной системы (5) существуют такие, для ко-
торых Y

 = YO = const, R = R
0
 = const, условием чего является 6 = 2ЛЯ, от-

куда следуют алгебраическое уравнение третьей степени для величи-
ны радиуса орбиты 

•rl+Er0 + 2-^- = 0 
2 с2 

и необходимое соотношение между частотой волны и циклотронной 
частотой a>Yo = —<°о—2eAj(mcr0). Параметры С, В, Е следующим об-
разом выражаются через начальные условия х0, у0, Yo = 1 + (хо+Уо)/с2: 

C = t o v o + 2с2 , £ = С + о>0, 

2 1 Г ' 2 "1 еА • • егА% 

го = —г\ х0 + Уо + 4 (г/оcos (ot0—x0 sin ©f0) + 4 — — ©Q l m c 

2eA 

а постоянная R определяется из колебательного уравнения для g 
с учетом 

еА g (т = 0) = 4 (х0 cos (ot0 + у0 sin со/0). 
тещ 

Так как нахождение полных интегралов системы нелинейных диф-
ференциальных уравнений (5) представляет собой достаточно слож-
ную задачу, проанализируем случай, когда Но = 0 и продольные ком-
яоненты динамического уравнения с учетом (2) имеют вид 

р2А2 рА 
л = 2 - Щ - 0 sin (0 (Л—I) + 2 to (S cos со\—D sin cog), 

тЧ4 m2c3 

р2Д2 рА = 2 J-O— © sin со (I — ri) + 2 — — о (S cos шц—D sin ayr)). 
mV1 m2c3 

(6) 

Далее положим k±=Y D2 + 5 2 , t g a = D/5n введем функцию 

/ (1, ri) = 2 - ^ - c o s о (л - 1 ) + 2 kL [sin (a>g + a) + sin (a>r| + a)], 
m2c4 m2c3 

тогда в канонически сопряженных переменных и rj, р = | вы-
ражение (6) преобразуется к виду q = dHjdg, р = дН/дг\, т. е. к гамиль-
тоновой форме с # = — p q + f ( l , ri). Наличие слагаемого pq обусловле-
но видом функции z2—сЧ2, играющей роль кинетической энергии. Со-

ответствующий оператор ft не является знакоопределенным и не сов-
падает с оператором энергии. 

В заключение классического анализа взаимодействия рассмотрим 
случай движения частицы в поле (1) при когда / = 2e2cos2z, 
где 2 = сог/с и г = еА/(тс2). Для z получим уравнение z2 = q cos 2z + a. 
Здесь q—2&2, а= 1—уо2—q. Из анализа его решения в форме [2] сле-
дует, что движение частицы может быть финитным по z (при | а | < 
<<7) или инфинитным ( | а | > ^ ) — соответственно фазовые кривые I 
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и II на рис. 1. Кривая III отвечает солитонному решению уравнений 
движения 2 = 2 a r c t g e x p [ y a ( t — т о ) ] при | a | = |<7|, k—\, характеризую-
щемуся апериодичностью зависимости z (т). 

В приближении, не учитывающем спиновые эффекты, квантовоме-
ханическое рассмотрение взаимодействия электрона с полем стоячей 
волны в релятивистском случае будем основывать на волновом урав-
нении 

G= Шд^ — J 2 + m2c2. 

Операторы обобщенного поперечного импульса р х =—ihd x , py=—ihdy, 
коммутируют с G, _поэтому решение будем искать в видег|з(д:, у, z, t) — 
= ехр [ i ( xk x + yky)]'fy(z, t). Для ф имеет место уравнение 

фг2 ^ Ф ц = р ( Ь ± , г, t), (7> с 

( е \2 / тс \ 2 

kx Н — - Получение точного решения (7) в об-
щем виде затруднительно, поэтому, как и при классическом подходе, 
рассмотрим случай k±=0, когда F=m2c2(l+e2A2j (m2c4))Jfi2, А2 = 
= 2А2(1—cos 2.г), т. е. [б, d/dt] = 0 , что позволяет искать решение (7) в 
форме ф(г) =exp(imc2yt/h)(p(z). Уравнение для ф(г) приобретает вид ф" + (а + 2^cos 2z) Ф = 0, а = j2a, ~q = ^ J V 

Таким образом, зависящая от z часть волновой функции скалярной 
релятивистской частицы в поле стоячей волны есть решение уравне-

ния Матье [3], т. е. функ-
ция Флоке Fv(z) или 
Fv(—z) (при v не целом). 
Ее энергетический спектр, 
т. е. определяемый из гра-
ничных условий на ф набор 
допустимых значений пара-
метра а, существенно зави-
сит от постановки рассмат* 
риваемой задачи. 

Д и с к р е т н ы й 
с п е к т р . Пусть доступная 
для частицы область огра-
ничена п полупериодами 
стоячей волны. Гранич-
ное условие при этом 
свойство решений Флоке 

Fv(z) = exp (ivz),uv(z), uv{z + n) =uv(z), получаем набор допустимых 
v = 2k]n, где k — целое. В частности, если частица движется в обла-
сти, отвечающей одному периоду стоячей волны, в фундаментальной 
совокупности решений нашей граничной задачи присутствуют функции 
Матье cer(z, q), ser(z, q), при этом а = аг. Для малых q имеем 

a0 = —q2J2 + О (q*), al = bl (-q) = 1 + q-q2J8+ О (q3), 
a2 = 4 + oq2ll2+0(q3), &2 = 4 - ^ / 1 2 + 0 ( ^ 3 ) , 

aT, br = r2+q2/2(r2-l)+0(q3), r > 3 . 

Рис. 1 Рис. 2 

имеет вид <р (0) = ф ( л я ) = 0 . Учитывая 
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Н е п р е р ы в н ы й с п е к т р . Если п^-оо, т. е область стоячей вол-
ны не ограничена по 2, то условие на ф имеет вид | ф | < о о . С другой 
стороны, из свойств функций Флоке следует, что v действительно 
лишь в случае а 0 < а < & ь a i < a < & 2 (при q > 0 ) . Поэтому спектр энер-
гий имеет зонную структуру, причем ширина запрещенных зон умень-
шается с ростом их порядкового номера. Качественный вид спектра 
показан на рис. 2, а. Линии на рис. 2 ,6 соответствуют дискретному 
спектру. 

В случае, если границы области стоячей волны проницаемы для 
частицы, все предыдущие ограничения на волновую функцию снима-
ются и спектр оказывается полностью непрерывным. 

Остается добавить, что дисперсионное соотношение во всех случа-
ях одинаково и имеет вид 

a = v2 + q'2/2 (v2— 1) + О (^4), v > 3 , 
а спектр энергий симметричен относительно нулевого уровня и | £ | > 
>тс2+0(А2). 

Решения классических и квантовых уравнений в поле типа (1),. 
построенные с учетом граничных условий, могут служить основой для 
вычисления вероятностей спонтанного и вынужденного излучений, а 
также для расчета параметров источников индуцированного излу-
чения. 

В заключение авторы выражают благодарность И. М. Тернову и 
В. Р. Халилову за полезные обсуждения и внимание к работе. 
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СПЕКТРАЛЬНОЕ И УГЛОВОЕ РАСПРЕДЕЛЕНИЕ КОГЕРЕНТНОГО 
СИНХРОТРОННОГО ИЗЛУЧЕНИЯ 

Н. П. Клепиков, А. К. Ященко 

(кафедра теоретической физики) 

Совместное излучение группы электронов, движущихся в магнитном поле, давно 
было предметом теоретических исследований [1—4], однако поскольку частицы пред-
полагались движущимися по одной и той же окружности, был сделан вывод о том, 
что излучение частиц может быть когерентным только на тех достаточно низких час-
тотах, для которых расстояния между частицами сгустка имеют порядок длины 
волны. Достигнуть же большой плотности частиц в сгустке трудно. Опираясь на не-
давно построенную общую теорию [5] излучения систем релятивистских частиц, мы 
покажем, что существуют и другие, легче достигаемые возможности для генерации 
когерентного синхротронного излучения на достаточно высоких частотах. 

Гармоники векторного потенциала, который создается системой N частиц с за-
рядами еа, движущихся по замкнутым орбитам с одинаковой частотой (Do, в момент t 
в точке, находящейся на расстоянии 91 от системы в направлении единичного векто-
ра п, имеют вид 
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