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ЗАДАЧИ ОПТИМАЛЬНОЙ РЕДУКЦИИ ИЗМЕРЕНИЙ 
В ФИЗИЧЕСКОМ ЭКСПЕРИМЕНТЕ 

П. В. Голубцов, Ю. П. Пытьев, А. И. Чуличков 

' (кафедра математики) 

Рассмотрим схему измерений сигнала f с помощью прибора А: 

1 = Af + v. (1) 
Здесь £ — результат измерения выходного сигнала Af прибора А, на 
вход которого подан сигнал f . Измерения сигнала f сопровождаются 
шумрм v. Методы редукции сигнала | к виду, какой имел бы сигнал f 
при измерении на приборе достаточно высокого качества, рассмотрен 
в^работе [1]. В работе [2] найдено апостериорное распределение га-
уссовского вектора f из измерений по схеме (1) с гауссовским шумом 
V и рассмотрены вопросы планирования измерений для наилучшего 
уточнения f . Настоящая работа посвящена построению оптимальных 
методов измерений вектора / по схеме (1),. т. е. синтезу оператора А, 
для достижения наилучшего результата редакции измерений (1) к 
идеальному прибору. Априорные сведения об исследуемом сигнале f 
и шуме v заданы в виде их математических ожиданий Ef — fQ и Ev = 
= 0 и корреляционных операторов F и 2 . Иными словами, если век-
торы f и v записаны в некоторых базисах, то известны математиче-
ские ожидания, дисперсии и ковариации координат векторов f и v в 
этих базисах. Будем считать, что взаимная кор!реляция между векто-
рами f и v отсутствует. 

Задача редукции. Пусть в схеме (1) с.игнал f — случайный вектор 
евклидова пространства размерности АГ; § и v —случайные векторы 
евклидова пространства 01 размерности n ^ N ; —линей-
ный оператор, действующий из 02. в §1. Требуется построить линейное 



преобразование с и г н а л а к виду, какой он имел бы при измерении на 
приборе, ближайшем к идеальному на заданном классе 
сигналов Эта задача подробно обсуждается в [3]; результат 
преобразования \ имеет вид R(l— Af0) + fo, где R^ —ли-
нейный оператор, являющийся решением задачи на минимум 

_ i n f { £ | | * ' ( i - 4 / 0 ) - (f~fo)\\2, (2) 

Решение задачи (2) при обратимом операторе AFA* + 2 , согласно-
[3]: R = FA* (AFA* + 2 ) - 1 , и при этом точная нижняя грань в (2) 
равна 

Tv F — Tr FA* (AFA* + (3> 

и определяет погрешность редукции. 
Пусть для измерения сигналов f по схеме (1) . есть возможность 

выбора оператора (прибора) А из некоторого множества прибороа 
а Рассмотрим, как следует выбирать оператор Л е ^ для 

того, чтобы результат редукции был наилучшим. Результат редукции 
считается тем лучше, чем меньше значение точной нижней грани (3) 
функционала, минимизируемого в (2). Рассматриваемая задача имеет 
важное практическое применение, например, при построении сложных 
комплексов исследования полей температуры, влажности и интенсив-
ности электромагнитного излучения в системе «Земля—атмосфера». 
В результате многочисленных исследований накоплен эксперименталь-
ный материал о средних значениях, дисперсиях и корреляциях для 
этих полей [4]. Эти статистические данные необходимо учитывать при 
выборе параметров комплекса, таких как,спектральная полоса кана-
лов измерения интенсивности на верхней границе атмосферы, вид ап-
па[ратных функций (спектральной чувствительности) приемников 
и т. п. Проблема рассматривается в рамках теории второго порядка, 
что не требует знания законов распределения вероятностей векторов. 
/ И V. 

Задача синтеза оптимальной модели измерений. Итак, рассматри-
ваемая проблема формально сводится к вариационной задаче 

inf {E\\R(|-Af0) - ( f - f o ) = 
(4> 

= inf {Tr F — Tr FA * (AFA *,+ S ) ~lAF | A G E ^ } , 

где s4-cz —допустимое множество приборов, a R — решение-
вариационной задачи (2). Запишем задачу (4) в виде, более удобном, 
для исследования: 

inf {E\\R (I - Af0) - ( f - fo) II21R e Я), A e st} = 

(5> 
= ini {\\ (RA — I)F^2\\2

2 + \\R^l/2h2\R A e s4). 

Приведем некоторые примеры решения задачи (5). 
1°. Рассмотрим задачу исследования поля излучения Земли в N 

спектральных диапазонах; f i— значение интенсивности излучения в 
i-м спектральном диапазоне, i= 1, ..., N. Пусть, однако, измерения 
могут проводиться лишь с помощью n ^ . N измерительных приборов. 
Требуется выбрать такие диапазоны длин волн, чтобы достигнуть наи-
высшей возможной точности в. значениях всех N интенсивностей f i , . . .. 
...., fN. Относительно значения fi известны математические ожидания 
Efi=-- fi, о и ковариации COY (fi, //) —Fi,-, и матрица F. обратима. То-
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гда в вариационной задаче (5) известны 2 = 0, E f = f0, F > 0, и мно-
жество М- допустимых операторов А состоит из таких операторов, ма-
трицы которых в базисе, в котором записан ранее вектор f , имеют 
диагональный вид с единицами, стоящими на месте с номером ik, если 
координата fik измеряется в схеме (1), k — \ и нулями на 
остальных. (Аналогичная задача для гауссовских векторов рассмотре-
на в работе [2].) 

Вариационная задача (5) принимает вид 

inf{|| ( R A — 1 ) Л / 2 | | 2
2 А ееМ с (6) 

Варьируя функционал по R, получим необходимое условие минимума: 

(RA — 'I)FA* = 0, (7) 

или RSS* = Fl/2S*, где 5 == AFX<2. Согласно [3], общее решение это-
то уравнения R = F1/2S~Z(I — SS)~, где S~ — псевдообратный к 
S, a Z e {Ш-+Ж)—произвольный операторы, Минимизируемый функ-
ционал принимает вид Tr F — Tr FSS и не зависит от Z. Д л я даль-
нейшего решения задачи воспользуемся следующим утверждением. 

Л е м м а 1. Пусть F 0 и А ^ 0 — самосопряженные операторы, 
имеющие в некотором базисё матрицы 

F = (FnF' 
;oor \F21 f22 

Тогда 
-.1/2,- тт—1/2 (.AFl")~ = F~~ 

F, 
I 0V 

пПхОГ 
•Сформулируем теперь теорему, определяющую решение задачи (6). 

Т е о р е м а 1. Пусть (gu ..., gN) а Ж — ортонормированный ба-
зис, в котором матрицы операторов А и F имеют вид 

О 0 

а ортонормированный базис Яф(1)> •••» £Ф(ЛГ) получен из gu---,gN пе-
рестановкой векторов, и в этом базисе матрица оператора F имеет вид 

рч> = / F f , F?2\ 

\Fl FU 
причем TrF 2 2 — TrF2lFn~lFl2 = ini{Tr ^ . 2 2 — Tr F ^ i (/7ч,и)"1^ф12|<Р ^ 

где $F — класс всех взаимно однозначных отображений множе-
ства (1, 2,...,N) на себя. Тогда 

[ 1 
А и R = \ p решение задачи (6). 

2°. Пусть теперь при измерениях интенсивности излучения можно 
измерять линейные комбинации излучения на разных длинах волн, ис-
лользуя, например, широкополосные приемники с различными спек-
тральными чувствительностями. Иными словами, речь идет об изме-
рениях случайного вектора f по схеме % = Af, где / 1 е {91-+Ж) —опе-
ратор ограниченного ранга: rank А ^ п. Заметим, что по такой же 
схеме проводятся измерения вертикального профиля температуры и 
влажности атмосферы, характеристики атмосферных аэрозолей и дру-
гие параметры атмосферы. Требуется выбрать спектральные чувстви-
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тельности приемников для достижения наилучшей редукции измере-
ний g к значению тех или иных параметров подстилающей поверхно-
сти или атмосферы. В этом пункте, как и в предыдущем, речь идет о 
частной задаче измерений без погрешностей. 

Учитывая (7), сформулируем рассматриваемую проблему следую-
щим образом: определить оператор S = AFl/2 из условия 

i n f { | | F - / 2 ( 5 - 5 - / ) | | 2 | r a n k 5 < r t } = | j f i /*(S-S —/) | | 2 . (8) 

Решение задачи (8) дается следующей теоремой. 
Т е о р е м а 2. Пусть FEI = ЩЕ^ ф1 ^ фг ̂  • • • ^ ф N > 0. Решением 

задачи (8) являются операторы, S, нуль-пространство которых яв-
ляется линейной оболочкой, натянутой на векторы еп+1,..., eN: 
Ж (5) -=3? (еп +ь • • •, eN). 

Как следует из теоремы 2, .в качестве оптимального для редукции 
оператора Л можно взять любой, удовлетворяющий требованию 
Jf(A)=&(en+u-..,eN). 

3°. Пусть теперь измерения в эксперименте, рассмотренном в 
предыдущем пункте, сопровождаются шумом v с нулевым математи-
ческим ожиданием и невырожденным корреляционным оператором 
Ъ, причем 2 не зависит от способов измерения вектора /, т. е. не зави-
сит от А. Задача (5) приобретает вид 

т Ч 1 Ц Я А - / ) ^ 2 | | 2
2 + И Д И ^ И Д е (9) 

А «= (<%->;%), rank Л ^ п, | |Л | | 2
2<6}. 

Соотношение | | Л | | 2
2 ^ б выражает технологические ограничения на ко-

эффициент усиления приборов А [2]. Решение задачи (9) опреде-
ляется теоремой 3. 

Т е о р е м а 3. Пусть { e j cz и { g j с= — ортонормированные 
базисы, удовлетворяющие условиям = а^ц, ц — 1 ,...,n;Fetl = 
= фцбц, = 1, . . . , N, упорядоченные так, что 0 < G\ ^ а2 ^ . . . ^ оп', 
Ф1 ^ Ф2 ^ • • • ^ фп > 0. Тогда решение задачи (9) определяется равен-
ствами 

Ле„ = ац
1/2£ц, (j, = l j . . , л; Ае, = 0, ц = п + 1 , . . . , N\ = 

fx = 1 , . . . ,п, где 

I Уо^/Ю—0ц/фц, если Фц>]/"сйац, % — \ 
{ 0 , если Ф „ < К < » с у 

Гц = шаJ а», ц = 1 , . . . , « ; со = со (б) — корень уравнения 

Е _ а Л ) = б-

Связь с результатами для гауссовских векторов. Заметим, что 
теоремы 1—3, приведенные в настоящей работе, совпадают с резуль-
татами, сформулированными для гауссовских векторов в работе [2], 
т. е. в рамках метода редукции дополнительная информация о нор-
мальности распределения векторов f и | не приводит к улучшению ре-
зультатов. Покажем, что ошибка — Af0) — (f — /о) II2 метода 
редукции является оценкой сверху для ошибок, возникающих при ис-
пользовании методов оптимального среднеквадратичного оценивания 
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вектора f по измерениям £ при известном . совместном распределении 
случайных векторов f и . 

Пусть ^ G ^ — случайные ' векторы из евклидовых прос-
т р а н с т в 01 и 01 соответственно, обладающие математическими ожи-
даниями Ef — f0, El, корреляционными операторами F f f , Fu > 0 и 
взаимным корреляционным оператором F f i \ ф(л:)—борелевская функ-
ция, заданная на 01 сб значениями в 01. Оптимальной среднеквадра-
тичной оценкой называется случайный вектор ф(£), такойх что 

£| |ф(£) — f||2 = inf{£||^*(g) —/ | | 2 |ф* е а д . (10J 
Если jEilfll2 < оо, то оптимальная среднеквадратичная оценка сущест-
вует и является условным математическим ожиданием Е (f | | ) [5]\ 
Для гауссовского распределения условное математическое ожидание 
является линейной функцией 

E № ) = R ( l - E t ) + E f , ( 1 1 ) 

где R = FftFzfK Линейная оценка приводит к среднеквадратичной не-
вязке, выражающейся в терминах корреляционных операторов 

inf{£| |£ (£ - ,£&) (f — fo)\\2\R<=(&-^0l)} = 7 r F f f — Tr FnF^F%f.,' 

Заметим, что i n f { £ | | £ ( | —. Щ — (f — /0)Н2 |Я е (01 <%)} > 
^ inf {Е || ф* (|)—/||2 | 'ф> <= и точная верхняя грань функционала 
i n f { £ | | ^ * ( g ) — / | | 2 | ф * е п о всем совместным распределениям век-
торов / и £ с фиксированными корреляционными операторами Fff, 
Fib F.fi достигается на гауссовском распределении. Следовательно, ис-
пользование методов редукции для линейной схемы Измерений (1) 
случайного вектора / сопровождается ошибкой £||i? ( | — £ £ ) — 
— (f — fo) II2, являющейся Оценкой сверху для ошибок, возникающих 
при использовании в качестве оценки- f условного математического-
ожидания. 
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1. В последнее время уделялось большое внимание исследованию 
влияния температурных эффектов в калибровочных теориях. Изучение 
процессов при ненулевых температурах связывают, прежде всего, с 
возможностью существования фазовых переходов в теориях с нетри-
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