
более громоздким по сравнению с первым, он может оказаться более 
эффективным ^при расчете параметров узких резонансов. Отметим, на-
конец, что рассмотренные методы легко могут быть обобщены на слу-
чай рассеяния релятивистских частиц (поскольку задача решается в 
импульсном представлении), если воспользоваться уравнениями ква-
зипотенциального типа [9, 10]. 
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ФАЗОВОЕ ДВИЖЕНИЕ В КЛАССИЧЕСКОМ МИКРОТРОНЕ ВБЛИЗИ 
НЕЛИНЕЙНЫХ РЕЗОНАНСОВ 

В. К. Гришин, М. А. Сотников, В. И. Шведунов 

(кафедра ядерных взаимодействий и ускорителей) 

1. В настоящее время во многих научных лабораториях разраба-
тываются и реализуются проекты электронных ускорителей нового 
поколения с высоким качеством пучка: энергия частиц до 100 МэВ 
(первый этап; второй этап — энергия 2—4 ГэВ), ток до 100 мкА, энер-
гетический разброс до ~ Ю-4, эмиттанс около 0,05я мм-мрад, коэф-
фициент заполнения рабочего цикла 1 [1, 2]. Создание ускорителей с 
указанными параметрами имеет исключительно важное значение для 
дальнейшего прогресса в исследовании структуры атомного ядра с 
помощью электро- и фотоядерных реакций [3, 4] и открывает широ< 
кие возможности для разнообразных прикладных исследований. 

Ускорители этого типа конструируются по схеме рециркуляторов 
(рециклотрон, разрезной микротрон и т. д. [5—7]), позволяющих по-

лучить требуемые энергии электронов при относительно небольшом 
числе рециркуляций пучка. Одним из основных этапов разработки ре-
циркуляторов является анализ фазового движения, т. е. динамики 
взаимодействия частиц с ускоряющим полем. Фазовое движение в 
классическом микротроне впервые было исследовано в [8], а в даль-
нейшем — в работах [9, 10]. Успешное использование микротронов 
свидетельствует, что в целом фазовое движение хорошо изучено. Вме-
сте с тем разработка ускорителя с более высоким качеством пучка, 
предназначенного для проведения экспериментов повышенного класса 
точности, предполагает проведение самого детального исследования 
фазового движения. Действительно, тщательный теоретический и экс-
периментальный анализ выявил ряд интересных особенностей, позво-
ляющих более обоснованно оценить необходимые параметры и допу-
ски установки для получения пучка с разбросом по энергии 8 Е / Е « 
« К Н . 
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Из-за нелинейного характера фазовых колебаний детальный ана-
лиз области фазовой устойчивости в рециркуляционных ускорителях 
может быть проведен только численно, однако ряд физических зако-
номерностей может быть понят на основе аналитического описания. 
Нелинейному исследованию (аналитическому и численному) фазового 
движения в классическом микротроне и посвящена настоящая рабо-
та, она является необходимой базой для рассмотрения работы рецир-
куляторов более сложного типа. 

2. Фазовое движение частиц в микротроне с бесконечно тонким 
ускоряющим промежутком описывается системой разностных уравне-
ний (ср. [8]) 

Хп+1 == %п + Уп> 

уп+1 = «/n + 2n(cos(qp s+xn + 1) /cos(p s— 1), (1) 

где п — номер орбиты, ф8— равновесная фаза, хп —отклонение фазы 
от равновесной в момент пролета частицей резонатора на п-й орбите, 
уп = 2лбЕп/Еп, бЕ п — отклонение энергии от равновесного значения 
Еп на п-й орбите. Поскольку нелинейность в системе (1) определяется 
исключительно величиной хп+\, целесообразно исключить уп. В этом 
случае система (1) может быть преобразована в нелинейное разност-
ное уравнение. Разлагая cos (фв + *n+i) в ряд по степеням хп в 
окрестности точки фв и ограничиваясь кубическим членом, получаем 

хп+2 — 2 (1 — я t g ф8) xn+i + хп = F (*п-н) = —ял;2п+1 + 

+ ( n / 3 ) t g < p A + 1 + . . . (2) 
В линейном приближении частота фазовых колебаний Q определяется 
соотношением cos Q = 1 — rctg^ ( 0 < Q < j t ) , из которого опреде-
ляется область устойчивости: 0 < ф8 < arctg (2/я) = 32,5°. Заметим, 
что при я tg фз | max~ 2 следующий член в разложении (2) имеет на 
порядок меньшую величину. 

Для нахождения решения (2) воспользуемся методом последова-
тельных приближений [11]. Решение (1), (2) ищем в виде 

хп = Апе^п.,+ к. е., хп+1 = (Ап + А Ап) e ^ + D + к. е., уп = — хп, 

где ДЛП = F (*п+1) (2t sin Q). (3) 
Очевидно, что любые возмущения (а не только нелинейные в идеаль-
ной системе (3)) заметны тем больше, чем меньше величина sin Q. 
Именно поэтому, в частности, целесообразно в первую очередь иссле-
довать центральную зону области устойчивости 0 < Ф5 < Ф<;ТАХ. Сле-
дуя (3), после ряда упрощений получим 

-cQ(n+1) 
ААп = { —Ь (Апе^п+1) + к. с . f + c (Л„£?'««+!> + к. с.)3}, (4) 

2i sin Q 

где b — я, с = я tg фз/З. В правой части (4) возникают множители, 
содержащие ехр{iQm(n,-{- 1)}, где т = О, ± 1 , . . . Учитывая, что эво-
люция Ап зависит от суммирования ДЛП, нетрудно видеть, что итого-
вый результат будет в основном определяться членами с ненулевыми 
средними значениями слагаемых в F (хп+1). Это возможно, если Qtn^ 
•ЭЁ 2я, где т — целое число. Таким образом, помимо линейных резо-
нансов Q = я (возмущение особенно велико из-за условия s i n Q - ^ 0 ) , 
появляются дополнительные нелинейные резонансные члены со значе-
нием Q = 2я/3, 2я /4 , . . . Кроме того, в (4) существуют члены, не со-
держащие экспонент с Q. Величина резонансных членов в F опреде-
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ляется самой амплитудой, которая является достаточно малой (для 
достижения энергетической однородности пучка ~ 1 0 - 4 колебания фазы 
не должны превышать нескольких градусов, т. е. хп < 0, 1). Поэтому 
наиболее опасным является резонанс Q = 2я/3 (<ps == 25,52°), в кото-
ром возмущение в F имеет порядок ЪА2. 

Как отмечено в [12], резонанс 2я/3 проявляется настолько силь-
но, что интенсивность пучка в микротроне при выборе равновесной 
фазы в окрестности Q — 2я/3 резко падает даже для небольшого чис-
ла орбит. В связи с этим резонанс 2я/3 достаточно подробно анализи-
ровался. Этот резонанс лежит достаточно далеко от центра полосы 
Q = я/2 (<ps = 17,66°). Поэтому сначала рассмотрим центральную об-
ласть. 

3. Итак, пусть <2 = я/2,-|-6, где б — расстройка. Тогда во втором 
приближении теории возмущений 

где (ср. [12]) 

ААп = —i | Ап 12АпЩ + ia2An*3e-3iQ(n+1\ 

1 + 4 cos Q . . . ^ 4 ' tg ф5/К 
2 sin Q (2 sin (Q/2) sin (3Q/2) 

a2 = — { 1яфо/(Зя) 
2 sin Q 12 sin (Q/2) sin (3Q/2) & 4 

Полагая, что |ДЛП | «С \А п \ , заменим разностное выражение диффе-
ренциальным, а комплексную амплитуду представим в виде А = aein. 
В этом случае эволюция амплитуды описывается следующими укоро-
ченными уравнениями: 

а' — сРа.2 sin 4со, о/ = —а2(щ — а2 cos 4со),+ б. (5) 

Решение системы (5) может быть получено в квадратурах с помощью 
эллиптических интегралов, но общий характер изменения амплитуды 
нетрудно установить с помощью первого интеграла системы. В кано-
нически сопряженных переменных / = а2/2 и со = ц , + б/г 

Иi/2 = —I2 (ai — а2 cos 4©),+ б/ = const. (6) 

Здесь величина #1/2 имеет смысл гамильтониана переменных / и со. 
Исследуем более подробно (6). При б < 0 и в ближайшей окрест-

ности справа от точки Q = я/2 (б ^ 0) сохраняется неравенство 
ai > ci2 и амплитуда а = ]/21 остается ограниченной, испытывая в 
процессе изменения со = со (п) биения с характерным масштабом 
/ / J /б . Именно это обстоятельство обычно и отмечается; указывается 
лишь, что глубина биения возрастает при б > 0 [10]. Это действи-
тельно так, однако детальный анализ (6) обнаруживает более слож-
ную структуру фазовых траекторий вблизи Q = я/2. Отметим прежде 
всего появление особых точек (Ist, соs*), стационарных и при нелиней-
ном режиме. Они описываются уравнениями а ' = 0, со' = 0, имеют ко-
ординаты 

Л = bt /4 ; Ihst = 8 [2(ai — аг(—l) f e ) ] _ 1 , * = 0, 1 , . . . , (7) 

и существуют лишь при б > 0*. Соотношение (7) дает два набора че-

* Существование стационарных точек в окрестности нелинейных резонаноов от-
мечалось еще в работах [8, 13]; для микротрона появление кратных точек вблизи 
Q = jt отмечено в [14]. 
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тырехкратных точек с разными амплитудами, смещенных друг отно-
сительно друга на угол Дсо = зт/4 (здесь (ai — a 2 ) < a i , 2 ) . Существо-
вание двух подмножеств корней имеет простую физическую интерпре-
тацию: кроме первого существует еще один интеграл системы — чет-
ность. Точки с максимальной амплитудой являются центрами замкну-
тых траекторий / = /(&)), описывающих биение амплитуды (рис. 1 , а ) . 
Размах биений весьма зна-
чителен. Далее, при росте 
начальной амплитуды ха-
рактер кривых изменяется, 
они совершают полный обо-
рот вокруг всех четырех 
точек 

Рис. 1. Фазовые кривые первого 
интеграла (6) при различных на-
чальных амплитудах: U+iV=~ 
=1дае<°>, где 6 = 0,005 (а) и ~°>1 0 0 ОД 

—0,005 (б) _ У v 

При б < 0 стационарных точек не существует, а резонанс практи-
чески не проявляется (рис. 1,6). Различие между случаями 8 > 0 и 
б < 0 основывается на том, что имеющийся сдвиг частоты за счет не-
линейности (5) является отрицательным. Этот факт подтверждается 
численными расчетами фазового движения в микротроне, выполнен-
ными на ЭВМ ЕС-1022 НИИЯФ МГУ. На рис. 2 приведены области 
устойчивого фазового движения в микротроне для прироста кратности 
на орбиту v = l и различных равновесных фаз. При cps < 17,7°, т. е. 
при 6 ^ 0 , не происходит затягивания в резонанс, изображающая точ-
ка совершает устойчивые фазовые колебания. Распад фазовой траек-
тории на резонансе четвертого порядка происходит при смещении ф8 
направо (<б>0). На рис. 3 показан ряд областей фазовой устойчиво-
сти микротрона для v = 1, <ps = 18°, различающихся начальными ус-
ловиями. Фазовые траектории на рис. 3, а и б имеют одинаковые на-
чальные энергии, значения начальных фаз различаются лишь на 0,02°. 
В то же время движение в первом случае происходит по траектории, 
близкой к эллиптической, с малой амплитудой колебаний. Во втором 
случае амплитуда колебаний резко возрастает, характер движения 
существенно меняется. Однако существует также область с малой ам-
плитудой колебаний (ср. рис. 1,а). Очевидно, что при попадании хо-
рошо сгруппированного пучка на границу раздела двух режимов фа-
зового движения (границей является эллиптическая траектория на 
рис. 3, а) при достаточно большом числе орбит будет происходить 
дробление пучка на отдельные сгустки (рис. 3, в), совершающие коле-
бания с различными значениями фаз и энергий. В частности, экспери-
ментально наблюдаемое двугорбое распределение заряда на выходе 
микротрона [15] может быть обусловлено этим эффектом. Ясно, что 
для получения на выходе ускорителя пучка с высокой степенью моно-
энергетичности необходимо избегать эффектов «дробления» сгустков. 

Характер фазового движения, представленный на рис. 1, сохра-
няется и в координатах (хп, уп), но следует иметь в виду, что радиус-
вектор в этой плоскости совершает дополнительные скачки полярного 
угла на л/2. Таким образом, резонанс Q = я/2 проявляется уже при 
относительно малых б. С ростом б ситуация усугубляется, поскольку 
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начинает проявляться другой эффект: сц — а 2 - > 0 . При этом сначала 
глубина биений амплитуды возрастает, а при ai = 0,2, что составляет 
5^1,8°, резонанс становится абсолютным (/->- °о). Поскольку крити-
ческая расстройка 6^1 ,8° является достаточно большой величиной, 
гак что справедливость данного аналитического приближения может 
подвергаться сомнению, были проведены тщательные численные рас-
четы. Они подтверждают этот вывод теории, хотя абсолютный резо-

нанс проявляется несколько 
раньше при расстройке 6 ~ 1 ° 
(см. рис. 2). 

В общем, подобная транс-
формация резонанса Q = n/2 
является достаточно неожи-
данной. В нелинейной теории 

Рис. 2. Области устойчивого фа-
зового движения в микротроне 
для различных равновесных фаз 
(ps. Прирост кратности на орбиту 
v = l , число орбит равно 800. Цена 

деления для бEjE равна 2- Ю - 2 

1 10 20 т 
9° 

- а 
Щ 

инж~ cuniK.s 
Уинж ~ 105,03° 

- 5 
Еинж ~ Е-инж-s 

Е-иНЖ • ̂  Е-иНЖ.З 
4>инж=108° 

% 

Рис. 3- Фазовые траектории для 
различных начальных условий. 
Число орбит равно 800. Цена де-

ления для дЕ/Е равна 2 ,3-Ю - 2 

традиционных циклических ускорителей резонанс четвертого порядка 
не всегда считается опасным. Однако провал интенсивности пучка мик-
ротрона, наблюдаемый в эксперименте [12] при ф5~18—19°, служит 
подтверждением обнаруживаемого результата. В целом зона резонан-
са Q = nl2 составляет несколько градусов, начиная с точки ф5.^17,6°. 
Следует ожидать, что резонанс четвертого порядка опасен не только в 
рециркуляторах, но и в других резонансных системах с дискретной 
структурой ускоряющих участков и с большим темпом ускорения. 

4. Смещение фв в район <2»я/2 (окрестность ф8 = 25,52°), как от-
мечалось, приводит к резкой раскачке колебаний, подтверждаемой 
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экспериментально [12]. Детальный численный расчет (см. рис. 2) по-
казывает, что резонанс Q = 2я/3 опасен в диапазоне 24° < cps < 28°. 

В совокупности вся правая зона Q ^ я/2 (т. е. tps > 17,7°) пред-
ставляется достаточно опасной, по крайней мере для спектроскопиче-
ских установок. Напротив, в области 0° < cps < 17,7°, где расположены 
нелинейные резонансы выше четвертого порядка, характер колебаний 
не отличается существенно от линейного. 

5. Выше были изучены области фазовой устойчивости для класси-
ческого микротрона при различных равновесных фазах (см. рис. 2). 
При выборе равновесной фазы рециркулятора необходимо учитывать 
следующие условия: а) ширина области устойчивых фазовых колеба-
ний должна быть по возможности максимальной; б) эта область дол-
жна располагаться достаточно далеко от зоны резонанса (третьего 
или четвертого порядка), так, чтобы случайные изменения амплитуды 
ускоряющего поля и ведущего магнитного поля, эквивалентные изме-
нению cps, не переводили частицу в область неустойчивого движения; 
в) прирост энергии за оборот (фактор экономичности) тем выше, чем 
ближе равновесная фаза к 0°; г) величину фазы не следует чрезмер-
но уменьшать, так как при Q-»-0 заметно возрастает влияние различ-
ных возмущений (см. (3)). При этом для достижения энергетической 
монохроматичности пучка <8Е/Е^ Ю -4 необходимо потребовать ста-
бильности ускоряющего и магнитного полей 6<§/<§~10-2 и 6 Б / 5 ~ 1 0 - 4 . 
Аналогично определяются и другие допуски. На основании сказанного 
Еыше оптимальная равновесная фаза <ps~16°. 

Авторы выражают признательность К. А. Беловинцеву, Б. С. Иш-
ханову, А. А. Коломенскому и В. Н. Мелехину за полезное обсужде-
ние результатов работы и ценные замечания. 
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