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О ТОЧНОСТИ И НАДЕЖНОСТИ ИНТЕРПРЕТАЦИИ ЭКСПЕРИМЕНТА 

Ю. П. Пытьев

(кафедра математики)

В экспериментальных исследованиях, за редкими исключениями, 
могут быть измерены величины, лишь косвенно связанные с характе
ристиками /  изучаемого объекта. Д ля широкого класса экспериментов 
характерна линейная схема измерения /  *

|= Л / + г ,  , (1)

где — результат измерения сигнала Л/, V — случайный сигнал, на
зываемый шумом, определяющий погрешность измерения. В равенстве
(1) |  и V — случайные векторы гильбертова пространства у

/  — вектор Л — линейный оператор, действующий из 01л в 
описывающий измерительный прибор. Д алее •£■ будем интерпретиро
вать как искаженный шумом V выходной сигнал прибора Л, на вход 
которого поступил сигнал /.

Равенство (1) связывает объект и его оптическое изображение, 
истинный контур спектральной линии и наблюдаемый на спектрогра
фе и т. д. ■

Схеме измерения (1) свойственны искажения двух типов: прибор
ные, определяемые оператором Л и приводящйе, например, к размы
тию сигнала / ,  и вызванные шумом V. Последние охарактеризуем, за 
дав среднее значение и корреляционный оператор л?. Очевидно, можно 
считать, что Е у=0, В таком случае корреляционный оператор 2  опре
делится условием (2х, у) =  Е(^, х)  (V, у) для любых векторов х, 
и мы получаем возможность записать следующее выражение для сред
ней энергии шума: Е1М12= Т г 2  *. Тем самым погрешность измерения 
охарактеризована количественно.

Если операторы Л и 2  известны, будем говорить, что задана мо
дель [Л /Б] схемад измерения (Ц).

Д ля интерпретации измерения (1) желательно так преобразовать 
чтобы перечисленные искажения были в максимальной степени 

скомпенсированы. Пусть

, (2)
— линейное преобразование Его следует понимать как искаженный 
шумом выходной сигнал прибора КА, на вход которого поступил 
тот же сигнал Поэтому условимся Щ, называть редукцией |  к при
бору КА. < ■

Если в (2) К А = [ ,  то речь идет о редукции к идеальному прибору. 
При этом в 'сигнале Щ  = ! + К у приборные искажения скомпенсированы 
полностью, и ошибка, возникающая при интерпретации как рав- • 
на Е ||# |—1\\2=Е\\Ку \\2= Т г К2К*  при любом /< = ^п- Однако условие 
К А = 1  с математической точки зрения — весьма сильное условие на К. 
Д ля многих, Л такие К просто не существуют. Оно не разумно и с

* 11-11 —- обозначение для нормы, (•, •) — для скалярного произведения. ^
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точки, зрения приложений, поскольку на практике достаточно считать, 
что R A = U ; где прибор U в известном смысле близок к «идеальному» 
7. В таком случае R l  = U f + R v — искаженный шумом Rv  выходной сиг
нал «почти идеального» прибора U, который к тому же можно вы
брать так, чтобы значительно подавить шум Rv  [1].

С теорией и приложениями методов редукции можно ознакомить
ся в работах [2—5]. Там, в частности, показано, что если R  определить 
как решение задачи на минимум для погрешности редукции

£ \ № - U f l \ 2=  EHi?v|i2= m in{E li^v ll2! / ? ' , =

то редукция к прибору U возможна, если и только если U (I—А~А)  =  
=  0 *; в случае невырожденного корреляционного оператора 2  редук
ция определяется единственным оператором R = U (А*2~ЛЛ) -А *2~а и 
погрешность редукции равна h (U) = E\ \Rl~Uf\ \2=Tr  U(A*I I~1A)~U*  
для любого Д ля нас важно, что погрешность не зависит от
от измерения £ и определяется прибором U и моделью [А, 2]. В част
ности, погрешность редукции к идеальному прибору определяется 
только моделью и равна h(I)  = T r (А*2-1А )“ч Следовательно, погреш
ность является действительно важной характеристикой редукции толь* 
ко при условии, что принятая модель схемы измерения отвечаем дей^ 
ствительности. Поэтому при интерпретации результатов редукции 
данные о надежности модели не менее важны, чем величина погреш
ности.

Вопрос о надежности модели мы рассмотрим в предположении, 
что v в (1|) контролируется нормальным распределением J f { 0, 2 ) . 
Фактически речь пойдет только о. надежности модели прибора, по
скольку оператор 2  считается известным точно.

Д ля дальнейшего важен следующий результат [6].
Л е м м а  1. Пусть g = A f-fv  при некотором 0, 2 )

нормальный случайный вектор из &tn, f =  (Л*2-1Л )“Л *2-1| .  Тогда ста
тистики

Ц1) =  Р _,/2( 1 - л Л |р = Х т ,  ц ^ ,/2л у - / } | р = х Г  (3)

независимы и контр о л и ру ются %2-распределениями с m = n —rank Л и 
s == rank Л степенями свободы соответственно.

Если модель [Л, 2] верна, статистика ¿ (|)  при любом имеет
одно и то же известное распределение. Этим мы воспользуемся при 
определении надежности модели. Вторая статистика в (3) определяет 
случайный эллипсоид Ц2-1/2А (f—f) ||2< р 2}, с вероятностью
P ( Xs2< p 2), покрывающий истинное значение f. Этот результат позволя
ет уточнить структуру погрешности в предположении нормальности v.

Надежность модели — это, по существу, надежность представле
ния измерения в виде (1). Поэтому обсудим вначале задачу провер
ки гипотезы о том, что g = A f+ v  при некотором Поскольку f  —
произвольный вектор из 9tn> речь идет о гипотезе, согласно которой 
g =  a + v , Где а —- некоторый вектор из пространства значений Ж  (Л) 
оператора Л. В качестве альтернативы примем условие а е Щ Л ) ,  по
скольку при его выполнении модель должна быть отвергнута. Вместе 
с тем включение а е $ ( А )  еще не означает, что модель верна. В этом 
случае, например, допустима любая модель [В, 2 ] ,  если <%(В)а${А) .

* Черточка у оператора означает псевдообращение [6]. Для любого оператора 
В:В~ =  lim В* (ВВ* +  со/)“ 1-.

(О->0
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Итак,_рассмотрим задачу проверки гипотезы а е й ( Л )  при альтер
нативе сн ^Щ А ) ,  считая,! что V контролируется невырожденным нор
мальным распределением Л9(О, 2 ) .  Нетрудно проверить, что критерий 
отношений правдоподобия [7] эквивалентен условию

•. = /  (4)

в котором фигурирует первая статистика из (3) , Qm= / —2 “ 1/2А (2 _1/2Л )_ 
и определяется по заданной вероятности а  ошибочно отвергнуть 
гипотезу (Л), называемой уровнем критерия (4),

00

Р  (Хт.о >  и  =  |  рт.о {г)4г =  а, 0 <  а <  1. (5)
. >  ..

Здесь рт>0(г),  г> 0 ,  — плотность ^-распределения с т  степенями сво
боды, согласно которому распределена статистика ¿(1), если 
е е  <5$(Л), ' Критерий (4), отвергающий гипотезу а е $ ? (Л )
всякий раз, когда результат измерения |  удовлетворяет неравенству 
*(£)>*«» в случае верной модели будет давать в среднем 100а % оши^ 
бочных решений.  ̂ х

Если гипотеза и в самом деле неверна, то статистика /( |) . в (4) 
контролируется нецентральным ^-распределением с т  степенями сво
боды и параметром нецентральное™ 02—¿(а) =  ||<Зт 2 _1/2а ||2 [8]. В этом
случае вероятность отвергнуть гипотезу (Л), называемая мощ-

> 00

ностью критерия (4), равна р (а , 02) =  Р{%2п1<вг̂ 1 а) == | рт^ { г )  йг.

Здесь рт^ ( г ) ,  2 > 0 ,  — плотность ^-распределения с т  степенями
свободы и параметром нещентральности 02.

Очевидно, что при заданном а  =  р (а, 0) критерий тем лучше, чем 
больше его мощность р(а, 02), причем при любом 02>О, поскольку 
параметр 02 априори неизвестен. Однако такие,, как говорят, равно
мерно наиболее мощные критерии существуют далеко не всегда [7].

Покажем, что критерий (4) является равномерно наиболее мощ
ным в классе инвариантных критериев, о которых сейчас йойдет речь. 

Л е м м а  2. Пусть ^  — группа ортогональных преобразований
оставляющих инвариантным 52(2“ 1/2Л ), 3%>={(Н, И,)} — группа

движений , таких, что (Я, к) х =  Нх + к, х ^ 3 1 ~ У где Н — 
= 2 1/2б 2 1/2, и  к<='&(А), Тогда: 1) для любого измеримого мно
жества и любого движения (Я, к) е Ж  Р а (-пе ( Н ,к )~ хЖ)  —
=  ̂ № ^ ( 1] ^ ^ ) ,  где Р а{?\^*Ж) — вероятность включения ц —слу
чайный (а ,2 )  вектор (Я, к )~ 1Ж = { ( Н ,  к ) х = Н ~ 1(х—к),  хщМ}\
2) (Я, /г )а е ^ ?(Л ), если и только если а е 3 2 (Л ); 3) для любых

х, х ' ¿ ( х )  :=^(х '), если и только если х ' =  (Я, к ) х  для неко
торого движения (Ну И) е Ж  "

Доказательство. Первое утверждение слеДует из цепочки равенств

Ра (П е= (Я, Н у 1 <&)= |  ра (х) Ах =  § ра ((Я, /г)“ 1 х) | с!е1 Я  | йх =

Р(Н,Ща (-̂ ) ̂ Х =  Р(Н,Н)а (Л ^  °^)» >
, , Л
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*де ■ .
. р„(х)=(2ЯГ ;Г/2 ае12_1/2 е х р | - Д - 2 _1/2(х - а ) } ,

— плотность нормального распределения ЛР {а > 2) и использованы равенства 
Лй Я =  ±  1, ||2 12 (Я-1 (.г—А) —а)|| =  ||0 - | 2 - |/2 (.г—Яа—А)|| =  Ц2"1-' ( х -  
— (Я, А)а)||. Второе утверждение следует из эквивалентности включений 
Я “ 1 ( х— И)е= т { А )  и х е = Н Щ А )  + Н =  2 1/20 2 “ 1/2̂ ( А )  +  к = & ( А )  +  к  =  
=  61 (А). Равенство /((Я , И)х)=1(х )1 (Я, А)е58?, проверяется
непосредственно. Наоборот, если ? (х) ==^(х'), то существует ортогональное 
преобразование б  е  такое, что 0фт 2 ~ 1/2л; =С2т 2 ~ 1/2х ', ибо С̂т — ортого
нальный проектор на ¿Е1 (2“ 1/2А) [6]. Поскольку (¿т0  =  0(2т, то (?т2 ~ 1/2х  
X (Нх— х )  =  0 и, следовательно, х ' =  Ях +  Л при некотрром к  <= <5$ (А). Д

Согласно лемме 2, семейство распределений {Л®(а, 2), о е

задача проверки гипотезы а е Щ А )  при альтернативе а <=5? (А) и кри
терий (4) ^-инвариантны . Из первых двух-утверждений следует, что 
в дальнейшем естественно ограничиться изучением лишь ^-инвариант- • 
ных критериев..

Покажем, что среди ^-инвариантны х критериев критерий (4)’
является равномерно наиболее мощным. Заметим, что гипотеза
а щ Я ( А ) '  (альтернатива а е ^ ( Л ) ) .  эквивалентна предположению о 
том, что статистика /■(£) распределена как • (Йв* с некоторым
62> 0 ) .  В задаче проверки гипотезы 02=О при (частной) альтернативе 
О2—0о2> 0 наиболее мощный критерий определяется условием ¿ ( | ) е 2 а,
где 2 а =  (г >  0, р  2 {г)/рт ,о (2) ^  са) — так называемое критическое

ТП' о • -
множество'уровня а, са определяется из уравнения / ’( ¿ в е 2 а) =

— $ рт,о(г)(1г — а. Это утверждение известно как лемма Неймана— 
2а

Пирсона [7]. Так как , . . 1

Рт,в*(г) _ е х р ( - 9 2/2) Г (т/2) (6Н)* Г ( / +  1/2) м
Рщ,0 (2) ~  - Г (1/2) Ь  (2/)! Г (/ +  т / 2)

/ = °  .

монотонно возрастающая функция 2 > 0  при любом 02>О, критиче
ское множество 2 а не зависит от 02 и может быть записано <в виде 
Дх =  {;г>4}, где ta определено в (5). Этот вывод означает, что критерий 
(4) является равномерно наиболее мощным в классе 36-инвариантных 

критериев, поскольку из утверждения 3' леммы 2 следует, что, любой 
¿^-инвариантный критерий должен иметь вид ¿ ( | ) е £ а, ибо / ( • )  — 
максимальный ^ -ин вариант (т. е. любой «9^-иввариант может быть вы
ражен как функция о т / ( • ) ) .

Итак, чем больше Щ ), тем хуже согласуется измерение |  с пред
положением а ^ & ( А ) ,  и если ¿ (|)  > 4 ,  то модель [А, 2] классифициру
ется как противоречащая | .

О п р е д е л е н и е .  Статистика а ( | )  =  т { { а |£ (> |)е 2 а} называется 
надежностью модели [А, 2].

Согласно определению и критерию (4), а(£) — минимальная ве
роятность ошибочно отвергнуть модель в связи с измерением £, и если 
а ( | )  мало, то измерение £ демонстрирует невысокую надежность мо
дели. ' . ■ . '
2  В МУ, № 3, физика, астрономия 17



Надежность модели является случайной ^величиной, распределе
ние которой зависит от того, какая из альтернатив верна.

Т е о р е м а .  Д ля каждого 02 надежность а (£) распределена на 
[О, 1] с плотностью

~ / лЛ g—6г/2г (т/2) V* г (/+1/2)
г (1/2) (2/)! Г(/ + т/2)*

". /=0 '

где tm(x) определяется условием

00 '
- f pm,o(z)dz== x, 0 <  X <  1,

В частности, если модель верна, то а ( |)  равномерно распределена на 
[О, 1]. В противном случае ра(х)-*-оо  при я->~0.

Доказательство. Действительно,

00

«(£) =  f  pm,o {z) dz.
Ц1) : ' : '

Следовательно,

Р  (а (1) >  *) =  P \ t  (I) <  tm (х)) =  f p m M A à z y
. _ ... v , ■ О

где tm(x) определено условием (7). Выражение (6) получается отсюда 
дифференцированием. Последнее утверждение следует из выражения 
для ра (• ) (6). А

Таким образом, не следует думать, что надежность непременно 
принимает большие значения, если модель верна. В этом случае все- 
значения надежности от нуля до единицы равновероятны. Если же мо
дель не верна, то более вероятны значения надежности, близкие к  
нулю.

Заметим, что данное определение надежности без труда перено
сится на случаи произвольного ^-инвариантного распределения м .

Если распределение v задано лишь корреляционным оператором 
2  и нулевым средним, а в остальном произвольно, то можно получить 
оценку надежности сверху. Действительно, если а е $ 2 (Л ), то Е£(£) =  
= T r  Qm= m  и, согласно неравенству Чебышева, P(i(> |) > б2) <:m/е2. По
этому искомая оценка надежности имеет вид a (g) В таблице
приведены сравнительные данные о надежности при т — 10.

Значения статистики t ( | )  . . . . . . . . . . . . . . . .  . 18,3 23,2 29,6
Надежность при нормальном распределении v, а е ^ ( Л )  . . 0,05 . 0,01 0,001
Оценка сверху для надежности при неизвестном распределе

нии v, й е й (Л) . . . . . . . . . . . . . . .  . . . . 0,546 0,431 0,338
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РЕШЕНИЕ УРАВНЕНИЯ ГЕЛЬМГОЛЬЦА В ПОЛОСЕ
С КУСОЧНО-ПОСТОЯННЫМИ НЕСАМОСОПРЯЖЕННЫМИ "
ГРАНИЧНЫМИ УСЛОВИЯМИ

В. П. Моденов

(кафедра математики)

В решении самых различных задач математической, физики нахо
дит широкое применение мбтод Галеркина. Известны различные схе
мы этого метода. Одни сводят решение краевой задачи для уравнений; 
в. частных производных к решению системы алгебраических уравнений, 
другие — к решению Линейных обыкновенных дифференциальных, 
уравнений (неполный метод Галеркина [1]).

Вместе с тем, как показала практика решения целого ряда задач,, 
применение схем метода Галеркина, основанных на разложении ре
шения по неортогональной системе комплексных, базисных функций, 
при численной реализации на ЭВМ часто сопряжено со значительны
ми техническими трудностями. Поэтому для решения этих задач ока
зывается более эффективным применение схемы метода Галеркина в: 
комплексном пространстве, где базисная система комплексных функ
ций ортогональна (ортогональный метод Галеркина). .

На основе идеи записи условия ортогональности системы комплекс
ных функций через скалярное произведение без введения операции 
комплексного сопряжения [2], в работах [3, 4] на примере решения не
самосопряженных краевых задач теории волноводов дано обобщение, 
метода Галеркина на комплексное пространство с псевдоскалярным 

-произведением, в котором система комплексных собственных функций 
яйл'яется ортогональной. Эта схема ортогонального метода Галеркина, 
построенная как обобщение неполного метода Г алеркина на простран
ство с псевдоскалярным произведением, была успешно применена при 
математическом моделировании современных резонансных волновод
ных СВЧ-устройств [5].

Целью данной работы является построение схемы ортогонального 
метода Галеркина на основе обобщения на комплексное пространство 
с псевдоскалярным произведением метода частичных рбластей и при
менение ее к решению краевой задачи для уравнения Гельмгольца в 
полосе с кусочно-постоянными несамосоцряжегшыми граничными усло- 
»виями импедансного вида. Ортогональный метод Галеркина позволяет 
свести решение данной задачи к решению системы линейных алгебра
ических уравнений, порядок которой в два раза меньше порядка си
стемы, получаемой по традиционной схеме .метода Галеркина.

1. Постановка краевой задачи и мефод ее решения. М атематическая 
задача заключается в нахождении решения и(х,  г) уравнения Гельм
гольца

Аи(х, г) + к 2е(г)и{х,  г) = 0  (1)

2* : . . 19'


