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АСИМПТОТИЧЕСКОЕ ИССЛЕДОВАНИЕ БЫСТРОГО РОСТА
ВТОРОГО МОМЕНТА МАГНИТНОГО ПОЛЯ
В ЗЕРКАЛЬНО-СИММЕТРИЧНОМ ТЕЧЕНИИ

О. В. Артамонова, Д . Д. Соколов

(кафедра математики)

Введение. Процесс самовозбуждения второго момента, и в частно
сти средней энергий магнитного поля, случайным короткокоррелиро
ванным . статистически однородным, изотропным и зеркально-симмет
ричным течением проводящей жидкости описывается уравнением Ка
занцева [1]. Растущие во времени решения этого уравнения изучались 
как методами качественной теории дифференциальных уравнений [ 1 , 
2], так и численно [3], однако особенно интересный в приложениях 
случай очень больших магнитных чисел Рейнольдса Я т до сих пор 
оставался недостаточно исследованным. Интерес к этому предельному 
случаю связан с тем, что е астрофизике магнитные числа Рейнольдса • 
очень велики (порядка 103— 1021 для различных объектов [4]), а урав
нение Казанцева относится к тому классу уравнений, описывающих 
самовозбуждение магнитного поля, для которого скорость роста оказы
вается положительной и не стремится к нулю е  пределе больших маг
нитных чисел Рейнольдса. Такой процесс самовозбуждения называется 
быстрым динамо [4] и, по современным представлениям, является ос  ̂
новным механизмом генерации магнитных полей в астрофизике. Хотя 
в большинстве астрофизических объектов быстрое динамо связано с 
нарушением зеркальной симметрии течения (а-эффект Штеенбека—г 
Краузе — РэДлера [5Ц), исследование быстрого динамо е  отсутствие 
этого эффекта также интересно.

В настоящей работе мы найдем скорость роста второго момента 
магнитного поля в пределе а также поправки к этой скорости
при больших, но конечных Я т. Кроме того, мы оценим асимптотиче
скими методами порог возбуждения второго момента магнитного поля; 
и получим предельное строение корреляционной функции. Для получе
ния этих характеристик мы построим асимптотическое решение урав
нения Казанцева в пределе Я т-^оо. Метод построения этого решения 

'отталкивается от идей квазиклассического приближения, которое, од-
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нако, в данном случае, строго говоря-, неприменимо. Поэтому нам при
дется некоторым образом модифицировать метод В КБ применительно 
к конкретному виду данного уравнения. Однако главное наблюдение, 
связанное с идеей квазиклассического приближения, отмеченное в [2], 
сохраняется: квазиклассический интеграл растет с ростом Rm, но*
очень медленно ( ~  ln jRm). Соответственно мы имеем дело с очень 

/ медленными, логарифмическими асимптотиками. Тем не менее оказы
вается, что уже первый член асимптотики вполне удовлетворительно 
аппроксимирует результаты численных расчетов [3] на всем их протя* 
жении от порога возбуждения (Rm порядка десятков) до Rm~  Ю7. 
В рамках настоящей работы мы не будем обсуждать реалистичность 
уравнения Казанцева и его связь с другими приближениями, описы
вающими рост второго момента поля (см. об этом, например, ib обзо
ре [6], где приведена библиография по этому вопросу). .

1. Уравнение Казанцева. Уравнение генерации второго момента 
принимает особенно простой вид, если его записать относительно вспо
могательной функции 4 я (г, /), которая следующим образом связана с 
продольной корреляцией магнитного поля W(r, t):

w<r; 0=± ^ , ; т Г ( г , ^
З у  2т (г)

где г — расстояние между точками, в которых вычисляется корреля
тор магнитного поля, a m,(г) — функция, определяемая соотношением

1 _  1 , i - F ( r )
2 m(r) Rm 3

Здесь F(r)  -тт- продольная корреляция поля скорости, Rm=Lv/vm ■*- 
магнитное число Рейнольдса, L  — характерный размер поля скорости*
v. — характерная скорость, vm — коэффициент магнитной диффузии.
Далее все величины измеряются в единицах, обезразмеренных соответ
ствующими комбинациями параметров L, v, vm. Итак, уравнение К а
занцева для функции 4 я (г, t) имеет вид

_ L i5 L  =  _ l _ « L _ t/ (r )¥ , ( i)
2 dt 2 т (г) дг2

где потенциал ¿/ равен

U

причем

1 df _j_ 1 1 / dm
2г dr mr2 8m3 V dr

f ( r) =  T T  ~ ~ ( r sF(r)); (Vi(x, t)vt (x +  r, t')) = 2 Lvb (t— t') f  (r),
3 rl  dr ,

сйобки означают осреднение по полю скорости. Качественный вид эф
фективной массы т(г)  и потенциала U (г) см. на рис. 1.

При решении задачи о самовозбуждении естественно искать ре
шения вида е2тйЕ (г ), причем оказывается [1, 3], что функция 4 я(г)’ 
удовлетворяет условиям 4 ^ 0  при г-мх>, W ~ r 2 при г-*-0. В итоге по
лучается задача на собственные функции 4 я и собственные значения у.

Мы будем строить асимптотическое решение в том случае, когда 
функция f (г), определяющая корреляционные свойства поля скорости, 
не содержит параметров типа гидродинамического числа Рейнольдса, 
поскольку приближения, крторые делаются при выводе этого уравне
ния, не позволяют учитывать связанных с этим эффектов, и именно



такие функции дают, как считается, наиболее реалистические резуль
таты [6]. Другими словами, для нашего рассмотрения годятся функции 
I вида / (г) ~  е~г\ конкретно же для нас (важны условия нормировки 
/(0) =  1, /"(0) = — 2, й условия / " '(0 )= 0  и /(1У)(0) = 2 а . Для функции
/ (г) =  е~тг параметр а = 1. '

I

Рис, 1. Качественный вид потенциала (а) и эф- Рис. 2. Сравнение скорости роста
фективной массы (б) для уравнения Казанцева второго момента, полученной по

асимптотической формуле (сплош
ная линия) и численно (пунк

тир)

- Поскольку мы получим решение, сконцентрированное в пределе
Я т~+(х> при малых г, функции — ——  и и  (г) можно заменить с до-

2т (г)
статочной точностью вблизи' точки г —0 следующими выражениями:

/(г) =  +

1 . Г2 Г*

2т (г) ~ В 5 14 ’ .

£/ (г) == -— -  +  — + о  —  +  —  , (2)
4 5 сгг2/14 — 1/5 -  е/г2 7 г2 4 '

где 8 =  1//?,п. Минимальное значение £/(г) при &->~0 р авн о —4/5, поэто
му максимальное значение скорости роста *у(8) не может превышать 
4/5 (в единицах ^¡Ь), Как показывает численное исследование [3], 
реально оно несколько меньше.

- 2. Построение асимптотического решения. Исходное наблюдение 
при построении асимптотического решения появляется при рассмот
рении точки минимума потенциала (2). Если а > 0 , то эта точка нахо
дится при • ,

- у - . VГпйп— у  ^  У в ~ у в .

Поскольку мы ожидаем, что функция 4я (г) сосредоточена вблизи ми
нимума потенциала, то естественно ввести новую, «растянутую» пере-
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менную £ =  г / У  е так,, чтобы потенциал и  относительно этой перемен
ной оказался медленно меняющимся. Если а = 0  или отрицательно, то 
Минимум потенциала лежит при еще больших г, но дальнейшие рас
смотрения все равно сохраняются. Отметим, что появление масштаба
—  -/"е в данной задачу достаточно неожиданно, ранее предполага
лось, что возникают масштабы лишь ~  1 и ~ У е.

В результате этой замены оказывается, что

где u ia = J L  +  J i £
14

U(i)  =• -4/ 5+  t'eu(l)> 

« ( I )  ^ - r

Видно, что в окрестности точки минимума потенциала, где, как пред
ставляется, и сосредоточена функция- 4 я (г), потенциал U (|) почти по
стоянен. Его переменность сказывается либо при очень малых г

г — ]/ е ), либо при сравнимых с единицей г 1 tV в, 1 ).
Будем строить асимптотическое рещение4 следующим образом. 

Разобьем область изменения г на три части: 0<г<а|/е, аУ е< г< Ь , 
т>Ь, где а  и Ь — некоторые константы порядка единицы, вопрос 
о выборе которых мы рассмотрим ниже. В первой и третьей из этих 
Областей уравнение (1) легко исследуете?. В первой области нужно 
сделать обычную скин-слойную замену £=г/Уе, после чего легко полу
чается, что U (£) =  2/£2, W ( r ) —В (г/Уе)2. В третьей области функция 
^  экспоненциально убывает: W (г) =С е~3г12, г > 1 . ,

Во второй области мы произведем замену E = r/ / V  и, отбросив 
малую переменную часть потенциала, легко получим следующее про
сто интегрирующееся уравнение для 4 я: 1

l 2W " + ^ ^ 0, (3)
где А,= 5  (4/5—-у) .

: Теперь нам надо произвести сшивку трех полученных решений в
точках Г\ =  а}'е и г2=Ь.  Сшивать необходимо, как обычно, сами значе
ния функции 4 я и ее производные. Важно заметить, что структура 
решений уравнения (3) такова, что производные в точках т\ и г2 в  
In e меньше значений функций. Поэтому сшивка значений функций 
и их производных должна производиться не в одном и том же, а в 
двух последовательных порядках асимптотического разложения. В пер
вом приближении мы будем рассматривать функцию ЛР*1) (г) — решение 
уравнения (3) с нулевыми граничными условиями в точках т\ и г2, 
которая дополняется нулями в первой и третьей ¡областях. На втором 
шаге асимптотического разложения компенсируется несовпадение про
изводных функции на границе разных областей, для чего используют
ся поправка Ч*42* (г) во второй области и старшие члены разложения 
в первой и третьей областях, а также обеспечивается сшивка значе
ний функции во »втором приближении. В итоге асимптотическое собст
венное значенйе находится по первому приближению, а собственная 
функция, хорошо описывающая все три области, находится лишь во 
втором п р и б л и ж е н и и .  Т а к а я  ситуация обычна и для стандартного 
квазиклассического приближения в матричном случае [7].

До сих пор мы не определили констант а  и Ь. Однако оказывается, 
что в первое приближение они не входят (член In Ь/а не конкурирует с* 
In e ), так что без ограничения общности можно положить а = Ь  =  1.
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Итак, после несложных вычислений получаем в первом прибли
жении

, 3 1 / 2nk' \2
Yfe~  4 5 \1пе ) '

T ‘ = 4 t ” ( f  ln r) :  ' (4>

где &=1,  2, 3, . . .  — номер собственной функции. Интерес представля
ет k =  1 . ;

Выражение (4) для собственной функции 4 я справедливо толька 
во второй области, в других же его нужно дополнить нулями. Мы не 
будем заниматься получением выражения для функции W во втором: 
приближении, которое необходимо для последовательного вычисления 
формы корреляционной функции, поскольку само 4 я не представляет
для нас особого интереса. Вместо этого мы грубо оценим функцию

^ { r ) = ^ - ^ - { r V 2 i ñ }¥(r))==(Hi(x)Hi(x + T)), (5>
т* а г

воспользовавшись тем обстоятельством, что если (4) подставить в. 
(5), то в точках г\ и г2 можно произвести сшивку с решением, отвеча
ющим первой и третьей областям. В результате получим

j 1 , 0 < r <  V&,

г \ * (— *)* “ 5/2” Г̂ ”~ ~  sin InrV +  cos /-^Ь- lnr\ , <  г <  1*Щ(г) =  < r5/2 I. 4nfe V ine ) \ Ine / J r

( _  1 )* e5i4e-  r >  j
( r3

' (6>
Функция Wk{r) нормирована на ay(0) =  L /

3. Обсуждение. Из формулы (4) прежде всего видно, что рост 
второго момента (средней энергии) оказывается процессом быстрого 
динамо. При Rm-^oo скорость роста стремится к 3/4 (в единицах: 
v/L),  что, однако, несколько,меньше очевидной оценки 4/5.. Сравнение 
с численными результатами [8] представлено на рис. 2. Видно, что со
гласие вполне удовлетворительное, при i?m= 106 оно достигает 0,02, что 
Очень хорошо для медленной логарифмической асимптотики. Из ус
ловия

v (e ) ._ J L _ _ L ( _ * L .\ *  о '
r V 4 5 \ Ine )

можно оценить порог возбуждения. Он оказывается равным

^ от =  е4л//!5^26,

что вполне согласуется с результатами [8], где исследована зависи
мость порога возбуждения от формы коррелятора и показано, что он 
лежит в интервале jRm =  20— 100 в зависимости от формы коррелятора.

Сравнение численной и асимптотической функции w(r)  приведено* 
на рис. 3, Оно также вполне удовлетворительно. Представляет интерес
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асимптотическое поведение минимального 
значения функции до (г) (оно отрицательно) 
при Rm-+  оо. Положение минимума асим
птотической функции w(r)  смещается с 
ростом Rm справа налево и при Rm- > 00 
Ведет себя как н

г =  е- 8/5 J ^ 8_ е_ 8/5л2 _ J ---
375 In2 е

=5= 0,2  4" 21,1

w

w

1па е ■

2 4 1408-Л2е4 ------
375 In2

i - )
i2 8 I(r*) =  —E5/4̂ -

s s —e5/4 ./'10,9—2023,3—— Y, 
V In3 8 /

что не противоречит численным результа
там £3]. Интересно, что до (г*), получаемое 
по Последней формуле, отрицательно толь
ко при / ?т ^ 106, что связано с медленным 
характером полученных асимптотик.
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Рис. 3. Сравнение формы ра
стущей корреляционной функ
ции w (г)» полученной по 
асимптотической формуле 
(сплощная линия) и численно 

(пунктир) {Rm=  10‘ )
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