
оказывается запрещенным (при |==1, 1ц т0*-Ф 
или 6 = 1 , Ф— 0). Из рисунка, на кото
ром представлена зависимость ^ т р—4 
от | ,  видно, что с ростом поля время 
жизни Тр =  до-1 протона быстро умень
шается, достигая (при С— —0,04, т. е. 
для углов Вайнберга, близких к при
нятому) значения ~  10 с уже при 
|  яг; 2,15 (для ряда значе'ний £ време
ни жизнй хр приведены в таблице)'.
Полученные результаты указывают на возможность заметного влия? 
ния рассмотренного процесса на п— р баланс в магнитных нейтронных

■б : 1 1,025 1,05 1,1 1,15 1 ,2 1,3 1,4 1 ,5  1 ,7  2

ч? о 1 о оо 1088 95,54 8,328 1,987 0,716 0,169 0,060 0,027 0,008 0 ,002

звездах с большими значениями индукции поля, в полях В < В 0 про 
цесс будет запрещен.
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ЗАМЕЧАНИЯ К'-СТАЦИОНАРНОИ ТЕОРИИ
ЗАРЯЖЕННЫХ ЧАСТИЦ

Ю. В. Попов, Т. В. Попова
(НИИЯФ)

1. В реальном физическом эксперименте по рассеянию частиц чаще 
всего имеют дело с электрически заряженными частицами, т. е. взаимо
действующими друг с другом на далеких расстояниях по закону Куло
на. В то же время стационарная теория рассеяния как двух, так и 
нескольких частиц и ее математический аппарат, излагаемый в больг 
шинстве учебников по квантовой механике, приспособлены для описа
ния процессов рассеяния объектов с короткодействующими потенциал 
лами, убывающими на бесконечности быстрее г-2. В теории рассеяния 
Двух частиц данное противоречие устраняется благодаря тому, что 
известен точный вид кулоновской волновой функции. Это обстоятельст
во позволяет определить дифференциальное сечение, рассеяния двух за- 
ряжеНных квантовых частиц, как атомных, так и ядерных, т. е. взаимо
действующих дополнительно посредством короткодействующего потен
циала^ Однако теория рассеяния трех и более частиц сталкивается 
с рядом не только вычислительных, но и методологических трудностей 
[1—4], что связано, на наш взгляд, прежде всего с проблемой форму
лировки граничных условий, адекватных поставленной задаче. Д ал ь
нодействие кулоновского взаимодействия частиц настолько велико,
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что при постановке задачи рассеяния невозможно не учитывать форму 
и место образования начального волнового пакета.

Цель настоящей работы — заострить внимание на некоторых ло
гических противоречиях, возникающих уже на этапе формулировки 
задачи рассеяния двух заряженных частиц и являющихся, по-видимо
му, причиной известных математических трудностей теории. *Кроме 
того, учет этих особенностей при изложении учебного материала по 
квантовой механике был бы полезен с методической точки зрения.

2. Остановимся вначале на некоторых противоречиях, которые 
порождает пряцое продолжение Теорий рассеяния с короткодействием 
на кулоновский случай. В стационарной теории рассеяния двух нейт
ральных частиц ищется решение уравнения Шрёдингера

[Л + р 2— V (г)]ф (г, р) = 0 , (1)

имеющее на бесконечности вид суммы плоской и расходящейся сфе
рической (амплитуда Л (в)) волн: . !

Ф (г, р) г+оо—ехр (¿рг) +  А (0) exp {ipr) /г, (2)

0 — угол между векторами р и г .  Подобная абстракция возникает 
при целом ряде предположений о соотношении величин, характеризу
ющих процесс рассеяния [5]. В частности, размеры волнового пакета, 
падающего на мишень, должны быть значительно больше характерных 
расстояний взаимодействия частиц. Очевидно, что в кулоновском слу
чае реализуется как раз обратная ситуация и форма волнового пакета 
должна быть принята во внимание. Если же этого не сделать, то можно
прийти к противоречию. В самом деле, - согласно большинству учебни
ков, функция

ФДг, р) =  Г (1 + iX) exp ^---- y -  +  /p rj Ф (— iX, 1; i {pr — рг)], Я =  z ^ e ^ /p ,

; .■ .. ■ ... (3)
удовлетворяющая уравнению (1) с потенциалом V ( r ) —2ziz2e2njr, при 
г->оо имеет асимптотический вид (0^=0)

фс (г, р) г-*«,—exp [ipr+iX In (pr—pr) ] +  Ac (0) exp {ipr— iX In 2pr) f t , (4)

где

Из аналогии выражений (4) и (2) приходят к выводу, что Лс(0) — это 
амплитуда рассеяния в кулоновском случае, соответствующая наблю
даемому резерфордовскому сечению [6]. 1

С другой стороны, определяющим понятием в стационарной теории 
рассеяния является понятие тока. Сечение рассеяния определяется 
как

йо _  <11
! ~ Ж ~  ’

где (II — элемент тока, рассеивающегося в элемент телесного угла 
(10,, Iо — начальный ток, N  — число частиц мишени. Плотность тока 
в квантовой механике есть

I =  1т ф* Уф =  ар +  Ррп (б)

cV 1 2р  Г (1 -  VK) \  2 /  -

20



(n =  r /r  — единичный вектор). Если 0 ^ 0 , то из (2) получаем при 
г-*- оо

а + 1 , р-> | Л (0) | 2/г2, (7)

т. е. коэффициент р как раз определяет ток в элементе телесного угла 
dQ вдоль направления п.

Подставим теперь (3) в (6). Тогда нетрудно убедиться, что при 
г->оо и 0=7̂ 0 г

а - 1 — Х/х, р —Мх + 0 ( г - 2),' (8)

где x = p r — pr — p r ( \—cos0). Таким образом, коэффициент, ¡3 пропорци
онален г -1, а не г~2 при r-^оо  и, следовательно, не имеет ничего общего 
с выражением (7); более того, направление радиальной составляющей 
тока зависит от знаков зарядов Z\ и 22. Величина Лс(0) вида (5) со
держится лишь в следующем члене разложения коэффициента р по 
обратным степеням г.

Этот факт давно известен, но, на наш взгляд, традиционное иск
лючение из рассмотрения первого слагаемого в выражении для коэф
фициента р (8) на том основании, что оно связано с квазиплоской
волной в (4), выглядит искусственным.

3. Отмеченное свойство кулонов- 
ской функции и связанного с ней тока 
порождает целый ряд логических и 
.математических проблем при исполь
зовании ее как объекта изучения в 
теории рассеяния. Физический волно
вой пакет всегда ограничен в прост
ранстве, и в случае заряженных час
тиц он целиком будет подвержен вли
янию рассеивающего центра, на каком 
бы расстоянии от него он не находил
ся. В самом деле, рассмотрим следую
щую ситуацию, моделирующую реальный эксперимент по рассеянию. 
Из отверстия 2  в экране падает пучок на мишень, расположенную на 
расстоянии z0 от экрана (рисунок). Функция Грина g (r , r ';p ) удовлет
воряет уравнению

- . ' (А.+р2— V(r ) )g( r ,  г'; р ) = б ( г —г'). (9)

Если потребовать, чтобы функция ф (г/ р) удовлетворяла на бесконеч
ности условию излучения

а в плоскости отверстия описывала бы примерно плоскую волну с амп
литудой и0, то из (1) и (9) будет следовать [7]:

Ф (г, р) ~  — м0ехр (— ipzо) J J  Ф г) — ^Р^) г, • (10)
1 ' S  * *

Здесь вектор г' имеет компоненты (g, tj; —¡г0). Пусть а — характерный 
размер отверстия 2. Потребуем, чтобы выполнялись условие D =  
= pa2Jz0<^ 1 (так называемая область дифракции Фраунгофера) и, для 
удобства, условие нормировки U0p S s/2niz0=  1. Нетрудно показать, 
пользуясь. формулой (10), что все основные положения формальной



теории рассеяния справедливы в области a< 3rC z0: Например, если 
V(r)  = 0 , то

- — — ехр 
4я ■

[ip | г^—г' | ] / 1 г — г ' | ~ -----—  ехр[ipr' — ip (n 'r)]/r '.
■■ 4л

Подставляя эту величину в (10), получим ф(г, р) — ехр т. е. плос
кую волну. Выражение (2) получится, есл^ воспользоваться оператор
ным соотношением для функции Грина ^ = ^ о + ^ о ^ о  и тем, что харак
терный радиус действия короткодействующего потенциала ро<СЛ г'.
Наконец, если взять кулоновскую функцию 
даст с точностью до фазового множителя 
функцию (3), т. е.

Грина [8] , то формула (10) 
ехр [—ik \п2рг0] I волновую

Ф(г, р) =  ехр[—¿Я 1п2рз0]|фс(г, р). ( 11)

. Таким образом, квантовая ситуация, соответствующая рассеянию, 
действительно описывается волновой функцией типа (3) в области

ющих потенциалов ввиду 
бстрагироваться от способа

0. Однако если для короткодейству 
наличия еще одного масштаба ро можно а 
и места формирования падающего на мишень волнового пакета и фор
мально положить в (10) 20-> о о  и щ-+оо |и 0/3о =  еоп81:), то функция 
(11) включает такую информацию посредством фазового множителя, 
не имеющего предела при го-^оо. Таким образом, беря волновую функ
цию ф«; (г, Р) в качестве объекта теории 
не учитывать конкретных граничных у слов и

4. С математической точки зрения вкл 
ничных условий означает выбор решения 
щего реальную ситуацию, в виде

рассеяния, мы не можем 
х задачи.
ючение в рассмотрение гра- 
уравнения (1), моделирую-

^ (Г ,  Р) = & й щ с{г, pn)F(n,  р) ( 12)

нам,или, раскладывая (12) по парциальным вол

■■■■ ■ у  V- ..
¥  (г, р) =  — V] atil (21 + 1 )  ехр (¿6,) R t {г, р) Pt (cos 0), (13)

4 пр Ы
1=0 ;

где щ — компоненты разложения гладкой функции F, обеспечивающие
сходимость ряда (13), а вид функции Ri можно найти в любом учеб
нике. При достаточно больших г из (13) следует '

^  (Г, р) 

где

- F ( n —  6) ехр (— ipr -f- ik In 2pr) 
ipr

!C(0) exp (ipr — iX In 2pr) 
ipr

(14)

С (6) = 2 n  j* 5 (0 , O ')/7 (O') sin G'dQ'
о

(15)

- • oo , ",

: 5 (0 , O') =  k~~  j  x l+2a J0 ^ 2 * s in -^ c o s -^ j? « /0 ^2% sin "Y“ c o s j  dx. |(16)
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В  общем случае (если ось г  не направлена вдоль вектора р) 5-матри
цу (16) можно записать в виде

CD
S (n — n') = - j—j*х!+2Л/0 (л: In —n'\)dx.

V v ■* О

П ри этом (15) будет выглядеть так:

С (п) =  (|> S (n—n') F (nf, р) dn'.

Здесь п — единичный вектор, направленный в точку наблюдения, п ' 
характеризует падающую волну.

Выражение (16) представляет собой S -матрицу для кулоновского 
-случая, не сводящуюся, однако, к сумме 6-функции и регулярной части, 
>как в случае короткодействующих потенциалов. При Я, — 0 получим 
ш  (16) *

S (0, 6') — б (cos 0 —cos 0').

«Легко такж е проверить, что
зт

2п J  S* (0,0") S (0", 0') sin 0 W ' =  б (cos 0 —cos 0')>

т. е. функция (16), как и следовало ожидать, удовлетворяет условию 
унитарности.

• i  ' ■ ■ я
Нетрудно показать, что если J  F (0) sin 0á0 =  1 и 0о — характерная

угловая ширина падающего пучка, то при 0^>0О выражение (15) пере- 
-ходит в (5). В то же время, еслц F(Q) — гладкая функция, то функ
ция С(0) конечна во всем угловом диапазоне, включая точку 0= 0 .

Предельный случай бесконечно узкого углового спектра (или плос
кой падающей волны) получается при F(Q) = 2 6 (1 —cos 0). В этом слу
чае  ̂ ( ' . ,

■ С(Н) i
■о

ш при 0^=0 С(0) ip А с (0). Однако, в отличие от Лс(0) в (5), функ
ция С (0) (17) интегрируема с любой гладкой функцией во всем диапа
зоне углов 0. Таким образом, представление (16) генерирует новый 
тип обобщенной сингулярной функции, которую можно рассматривать 
как  не зависящую от граничных условий абстракцию стационарной 
теории рассеяния заряженных частиц.

5. Построив 5 -матрицу рассеяния заряженных частиц, уместно 
обсудить вопрос об амплитуде рассеяния. При г -> о о  имеет место ра1 
венство

ехр (ipr) =5= 26 ( 1 - c o s  6 ) - 3 ^ - 2 6 ( 1  + cos6 ) J 3 ± ^ £ ! L  
. /  ipr ipr

которое понимается в обобщенном смысле, т. е. свертка его левой и 
оравой частей с гладкой функцией, зависящей от угла, дает один 
и  тот же результат. Сравнение (2) с аналогом формулы (1 4 ).в случае

xi+2i% j o / 2х sin dx (17)



короткодействующих сил позволяет однозначно определить амплитуду 
рассеяния: С (0) = 26  (1—cos (0) Л-ip А  (0). ¡Характерной особенностью
функции Л (0) является то, что в ней сосредоточена вся информация 
о константе взаимодействия. ^

У нас, однако, нет критериев также однозначно определить ампли
туду Ас(0) в кулоновском случае. Действительно, первое слагаемое 
в (4) даже в обобщенном понимании не равно 26(1—cos 0) X 
X exp (ipr— i% \n2pr)/ (ipr) —  26 (1 + cos 0)exp (— ipr+i% in2pr)/ (ipr) . Этот 
факт давно известен [6]. Коль скоро константа взаимодействия (в дан
ном случае Я,) присутствуем в выражениях как для падающей, так и 
для рассеянной волн, то мьГ можем вычесть из С(0) любую функцию 
вида 2y(iA,)6(1—cos0 ), если только у (0) =  1!, и получить, например,

Оо
Ас(0) =  — - х (x2i%— у (X)) J0 ^2% sin-j-j dx, (18)

о -

что при дфО совпадает с Лс(0) в (5). Можно построить и другие по
добные конструкции. Это обстоятельство заставляет осторожнее отно
ситься к так называемым кулоновским асимптотическим состояниям, 
постулируемым в работах [9].

Та’ким образом, однозначность определения 5-оператора, связываю
щего начальное и конечное состояния рассеяния, из-за неопределеннос
ти граничных условий не обусловливает однозначность амплитуды рас
сеяния, как в случае короткодействующих потенциалов. Это означает, 
и это мы наблюдаем на самом деле, что созданный для короткодейст- 
вия математический аппарат, в частности аппарат интегральных урав
нений для амплитуды рассеяния, должен быть существенно перестроен 
в кулоновском случае.

В заключение авторы выражают благодарность проф. С. П. Мер
курьеву и д-ру физ.-мат. наук А. М. Поповой за полезные обсуждения 
работы.
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