
(рис. 4 , а ) . Надежность соответствующей объединенной модели еще 
достаточно велика — примерно 0,6, а качество редукции удовлетвори-
тельное (рис. 4 , 6 ) . Отметим, что область влияния охватывает и центр 
графика, где удается снизить шум редукции. 

Наконец, предположим, что П-образного импульса не существует, 
что формализуем в виде fo=0, F0=I, а = 0 , 01 для схемы fo=f+vr 

(рис, 5 , а ) . Оказывается, что в этом случае надежность модели, объ-
единяющей исходную схему измерений и такие дополнительные данные, 
крайне мала ( ~ 0,001), и принятое предположение об f необходимо 
отвергнуть как противоречащее измерению Такая ситуация может 
возникнуть, например, когда исследователь ошибается в определении 
местоположения или формы импульса. Заметим, что результат, полу-
ченный с использованием ошибочной дополнительной информации 
(рис. 5 , 6 ) , при достаточно высокой точности сильно отличается от тес-
тового сигнала в центральной области. 
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ИНТЕГРИРОВАНИЕ НЕГАМИЛЬТОНОВЫХ СИСТЕМ МЕТОДОМ 
УДВОЕНИЯ ПЕРЕМЕННЫХ 

Ю. Г. Павленко, С. И. Зеленский 

(кафедра теоретической физики) 

Гамильтоновы системы занимают весьма важное место в теорети-
ческой и математической физике. С одной стороны, они описывают мно-
жество явлений в классических и квантовых теориях. С другой сторо-
ны, канонический формализм позволяет развить универсальные мето-
ды интегрирования систем нелинейных уравнений [1—8]. 

В общепринятом подходе уравнения Лагранжа и Гамильтона эк-
вивалентны, поскольку преобразование Лежандра реализует переход 
от обобщенных координат и скоростей к фазовому пространству коор-
динат и импульсов [2, 8—10]. Лагранжевы уравнения представляют 
экстремали функционала действия. Однако произвольные системы не яв-
ляются уравнениями Лагранжа—Эйлера вариационной задачи на без-
условный экстремум для некоторого функционала [11, 12]. Поэтому 
сложилось убеждение, что если система не имеет лагранжевой формы,, 
то переход к гамильтоновым уравнениям невозможен. Например, в ме-
ханике системы, учитывающие силы трения, считаются негамильтоно-
выми. То же относится к уравнениям, описывающим химические реак-
ции или различные экологические модели, сингулярно-возмущенным 
уравнениям в теориях движения плазмы, жидкости и газа. Негамиль-
тонов характер этих систем заставляет в каждом конкретном случае ис-
кать специальные методы решения. 
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В настоящей работе показано, что любую общую систему можно 
представить в гамильтоновой форме. После этого шага решение мо-
жет быть получено на основе мощных методов интегрирования кано-
нических систем. В качестве примеров рассмотрено интегрирование 
уравнений движения материальной точки, уравнения Кеплера, развита 
гамильтонова теория специальных функций. 

1. Метод удвоения переменных. Рассмотрим систему нелинейных 
уравнений 

*). И = 1, . . . . s. 0 ) at 

Введем далее пространство R2 s с координатами z^—x ,̂ z^+s^p^ и 
невырожденной метрикой Qa|5, в котором определим скобку Пуассона 
(СП) функций А (г) и B(z) 

Здесь Е — единичная s-мерная матрица. Если в качестве гамильтониа-
на выбрать функцию 

H(z,t)=Pvf^x,t), (2) 

то уравнения Гамильтона za—[za, Я ] приобретают вид 
Н]=Цх, t), (ЗУ 

p» = [pix, H] = —Pv dfv^X' ° • (4> axii 
Уравнения (3) совпадают с (1), а (4) представляют собой ассоцииро-
ванную систему. Уравнения (3), (4) являются экстремалями функцио-
нала 

Пх, p)=Jdt[xllpll-H(x, p,t)]. 

2. Канонические преобразования реализуются производящим» 
функциями. В частности, функция F2=F 2 {x , р', t) порождает замену 
переменных 

dF2 ' dF2 {с\ 
< 5 > 

Штрихованные переменные удовлетворяют уравнениям с гамильтониа-
ном 

dF2 (х, р') \ 
2—2(2', t) 

Если функция F2 удовлетворяет уравнению Гамильтона—Якоби 

t) .= (t>Mx, t) + d f * ) 

af2 fv(*. дХ[1 'ц' 7 dt 

то полный интеграл F2=F2(xyp', t) является производящей функцией 
КП. Новый гамильтониан Н'=0. 

3. Каноническая теория возмущений. Произвольная функция 
t) удовлетворяет в силу системы (3), (4) уравнению 

А = У - + [А,Щ. (6> at 

Представим Я в виде Я = Я 0 + Д Я . Пусть z<x=za(2', t) — решение урав-



нений (3), порождаемых гамильтонианом Я0 . В работах [8, 13] пока-
зано, что решением (6) является функция 

t к *п-г 
A (t) = £ J dtL j" dt2 ... J" dtn [... [A' (z'Q, t), H' (z'0, t,)] H' (z'Q, t2)].:.] x 

to to 
x H' (Zq, g ] , (7) 

где H' ( ; z 0 == АЯ (г (г', О, 0- Л' (г', О (г (г', 0- ^ - г ' (t0). СП 
вычисляются по переменным z0'. 

Анализ сходимости полученного решения — стандартная процеду-
ра, основанная на методе мажорантных рядов, принципе сжатых отоб-
ражений и других методах. 

Рассмотрим ряд примеров, иллюстрирующих приложения метода 
удвоения в математической и теоретической физике. 

4. Интегрирование нелинейных уравнений. Пример 1. Найдем ре-
шение уравнения х=хп. В соответствии с (2) Н(х, р)=рхп. Выберем 
Я 0 = 0 . Подставляя в (7) А=х, Н'=Н, находим x=x'+x'n~lt+ 
+nx/2n~1t2[2+... . Этот ряд сходится при 1ял/п-1£|<С1 и представляет 
функцию x(t) = I * / ( 1 - n ) + ( 1 - я ) 

Пример 2. Производящая функция [14] 
со 

x(t) Еп~ 
J Chi Li n\ 

ti—0 

для чисел Эйлера ^ удовлетворяет уравнению x=f(x), f(x) = 
— — хУ~1 — х2, которое имеет гамильтонову функцию П(х, р) =pf(x). 
Подставляя в (7) А = х , Н ' = Н , tQ=0, получим 

х=х'—х' a—x'*)U2t—x' ( 2 * ' _ 1 ) + (6x'2 —1> < 1 — х'2)1/2-^ + . . . . 

Поскольку л:(0) = 1, то х ' = 1 . Следовательно, числа Эйлера определя-
ются мультискобкой Пуассона 

Еп=[...[х', Н(х', р')]Н(х', р')]...]Н(х\ p')]U'=i = 

- ( / w ^ r ' w . 

После вычисления СП находим £ , 2 n+i=0 , .£ 0 =l , Е2=—\, Е4=Ъ, Ана-
логичным образом можно найти представление многочленов Эйлера, 
Бернулли, полиномов Эрмита, Лагерра и т. д. 

5. Решение трансцендентных и алгебраических уравнений. Найдем 
решение x=x(t) уравнения q>(t, л:)=0, предполагая, что выполнены ус-
ловия существования неявной функции x=x(t). Дифференцируя, находим 

x=f(x,t), = (8) 

Если ф (г'о, *о )=0 , то решение задачи Коши x(tQ)=xo для уравнения (8) 
является решением уравнения tp(i, л:)=0. 

Пример 3. Известно, что решение задачи двух тел приводит к па-
раметрическому представлению траектории. Для определения явной 
зависимости координат от времени необходимо найти решение %=l(t) 
уравнения Кеплера esin|=cof [15, 16]. В соответствии с (8), (2) 

:|=[|, Я], ( 1 — е c o s I ) - 1 . 

ю 



Полагая в (7) А=£, # ' = # , /о=0, найдем 

!—о>< « _ £ - £ + . - . . . 
1-е ( 1 - е ) 4 3! 

Получим теперь решение в виде быстросходящегося ряда, произве-
дя предварительно Замену £,=x+(ot. Дифференцируя х=е sin(x+(ot), 
имеем уравнение х= Ч — pf{x, t), f =ewcos (x +co£) [1—ecos(x + 
—Ь cô )] 1. Поскольку x{at+'2n) =x((ot), to после разложения в ряд 

00 

•Фурье Н (t) = 2рсо J] Jn {tie) cos ncot, 
о 

00 

x = 2 -— Jn (ne) sin пЫ, 
/i—i 

где J n ( x ) — функция Бесселя. 
6. Интегрирование уравнений движения. Рассмотрим уравнения 

Лп=—дП(х)/дхп, п=1, 2, 3, эквивалентные системе (3): 
• _ • ап Vn —• , 

дхп 

ч; гамильтонианом 
an Н(х, p)=pnvn-nn-
дхп 

Здесь р, я — импульсы, канонически сопряженные координатам х, v в 
пространстве R12. Полагая в (7) A = x n , Н ' = Н , t0—0, получим решение 
в виде xn==uixn+u2vn/, где «1,2 — два линейно независимых решения 
исходного уравнения. Если произвести КП: x=xr+v't, v=v', р=р', -п— 

я'—p't, то новый гамильтониан не будет содержать слагаемое, соответ-
ствующее свободному движению. В этом случае формула (7) приводит 
ж быстросходящемуся решению. 

7. Теория специальных функций. Рассмотрим уравнение 

x+B{t)x+C{t)x=0, (9) 

^которое представим в виде системы 

Xi=X2, Х<1 =—Bx2—Cxi 
-с гамильтонианом 

Н=рхх2-р2{Вх2+Схх). (10) 

Пусть В (t), C(t) — аналитические функции в точке t=0. Тогда, пола-
гая в (7) А=х\, получим решение (9) в виде ряда по степеням t. 

<х> 

Пусть B(t), C(t) удовлетворяют условиям Фукса [17] : B{t)=^bnf~x, 
'о 

00 

С (t) — В этом случае представим (10) в виде Н=Н0+АН, 
о 

Н0 = P i * a — > А H = —p2[b(t)xi+c(t)x1], 
00 00 

тде b { t ) = Y , b n f - \ c { t ) ^ c n t n - \ Фундаментальная система реше-
1 1 . 

«ний, порождаемая Я0 , зависит от корней s2,i== V2[(1—bo) ±УЯ], %— 
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= (1—b0)2—4c0, определяющего уравнения (s— l)is+fr0s+co=0. Пусть %>-
> 0 . Тогда после КП (o=s2—si) 

Xl = (a)~1/2 (tHx\ + ts'x2), x2 -(or)-1'2 (s/^xl +s/'-1^), 

PI = P2 = (OR)-LI2 ( + 
эволюция штрихованных переменных определяется гамильтонианом 
H'(z', t)=AH(z(z', t), 't). Пвлагая в (7) A=xx, t0=0, найдем 

t 

x (t) = xx (t) - J F ( f , f,) (b (tj x2 (tj -f с (tj X, (tj) dtx + .... (11> 
0 

Здесь z(t)=z(z0', t), Zq=z/(Q). РЯД (11) содержит два типа функций, 
пропорциональных функциям Грина 

G{ta, tb)=[x2(ta)f p2(tb)} = ta V'"1 

tb ) 
tn 

После интегрирования (11) имеем 
X (0 = - i - [«j. (0 JClO + Щ (t) X20], 

u ^ t y ^ t 4 1 — 

VO 

fn (h) tn , \1 /m(« + Sl)/n(Si)^m+" i -
n=l n,m= 1 

L' 
(12> 

(13) 

/n(s)=sbn+Cn, /(s) = ( s - 5 i ) ( s - s 2 ) . 
Второе линейно независимое решение получается из u\(t) после заме-
ны iSi—>s2. Функции Mi,г(0 совпадают с решением, найденным класси-
ческим методом интегрирования с помощью рядов [17, с. 281]. 

Пример 4. Рассмотрим уравнение для вырожденной гипергеомётри-
ческой функции F(a, с, t). В этом случае [14, 17] 60==с, &i=— 1, cj = 
=—а, остальные коэффициенты Ьп, сп равны нулю. Из (13) следует 
«1=Ф(а, с, t), и2=Р~сФ(а—с— 1, 2-е, t), где Ф(а, с, t) — ряд Кумме-
ра. Если произвести КП: хы=х\", р\й=р\", х2о{1—с)~1, р2ъ'= 
—р2" (1—с), то решение приобретает вид 

х (t) = [Ф (а, с, Цх'1 + (1—с)-Ч1~се*Ф(\—а, 2—с, —t)x"2]. 

Найдем решение уравнения (9) для F(a, с, t), не выделяя в (10) 
неаналитической составляющей гамильтониана Я0. Подставляя в (7)> 
А=хи Н'=Н, ^о=0, получим 

t—ct (In* — 2\nt + 2) — 

2 V 2 

Здесь для упрощения формул положено а=0. Заметим, что Ui(t) = 
= Ф ( 0 , с, t) = \, а второе линейно независимое решение представляет: 
собой точное решение, разложенное в ряд Тейлора: 

ОО 
(1 -с)-1 и2 (t) =f У) [(1-с)-1е*-'ыФ(\, 2-е, -0] (с=о-

LU дсп 
п = 0 
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Этот пр'имер представляет интерес в связи с анализом логарифмиче-
ских асимптотик в полевых теориях [ 1 8 ] : Выделение неаналитических 
составляющих в полевом гамильтониане позволит получать ряды тео-
рии возмущений, не содержащие логарифмических вкладов. 

8. Преобразование Лиувилля — Грина или приближение ВКБ [19] . 
Положим в (9) B(t)= 0 и произведем К.П, реализуемое производящей 

функцией F2(X, р', t) =(Л~1)арРал;р, d e t A ^ O . Пусть C(t)>0 при ^ > 0 ; 
полагая Л и coscp, Л 1 2 = с - 1 / 4 5 т ф , Л21 = — c ^ s i n t p , Л22 ^ с ^ совф, 

Эволюция штрихованных переменных определяется гамильтонианом 

#' (*', р', [ip\x\ —Р'2х'2) COS 2ф + (р[х'2 + р'2х[) sin 2ф]. 

Подставляя в (7) А=х\, находим высшие приближения в методе ВКБ. 
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СИНТЕЗ НАПРАВЛЕННЫХ ОТВЕТВИТЕЛЕЙ НА ОСНОВЕ 
л ЛИНЕАРИЗАЦИИ ОПЕРАТОРА ПРЯМОЙ ЗАДАЧИ 

В. А. Герасимов, С. Ю. Ковенский, А. В. Тихонравов 

(кафедра математики) 

1. Введение. Направленные ответвители (НО) СВЧ диапазона 
представляют собой важный класс радиофизических устройств, методы 
синтеза которых интенсивно разрабатываются в настоящее время [1] . 
В работах [2, 3] предложены основанные на вариационной постановке 
общие методы синтеза НО в случае, когда условия наилучшей конст-
руктивной реализуемости состоят в требовании достаточной гладкости 

<р = dt, получим решение в виде 
о 

x = c ~ x t * [ x \ c o s ф+лгг' s in ф]. 
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