
.Маеды и Нишицо йозволяет объяснить постоянство угла Вайнберга в 
настоящую эпоху, В то же время при рассмотрении эволюции ранней 
Вселенной учет изменений •фундаментальных констант становится не-

обходимым. 
Существенно нелинейный характер взаимодействия скалярных и 

векторных полей при больших значениях напряженности поля приво-
д и т к ряду новых эффектов и следствий. 
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МЕТОД ПОСТРОЕНИЯ КАЛ ИБРОВОЧНО-ИНВАРИАНТНЫХ 
ЛАГРАНЖИАНОВ ДЛЯ ПРОИЗВОЛЬНЫХ ГРУПП ЛИ 

А. П.Демичев, Н. Ф. Нелипа 

' {НИИЯФ) 

1. В настоящее время уделяется большое внимание построению 
калибровочно-инвариантных лагранжианов. Эта задача решается 
сравнительно легко в случае полупростых групп симметрии, метрика 
Киллинга 'которых не вырождена [1] и может быть использована для 
построения инвариантов. Для других групп метрика Киллинга оказы-
вается вырожденной, и это приводит к физически неудовлетворитель-
ным лагранжианам: они не содержат кинетических членов для части 
калибровочных полей или не удовлетворяют требованию положитель-
ности'энергии. 

В связи с этим возникает необходимость 6 методе, дозволяющем 
построить физически удовлетворительные лагранжианы в случае лю-
бых групп. В настоящей статье предлагается универсальный метод по-
строения калибровочных инвариантов для любой труппы Ли, и из них 
затем строится лагранжиан и действие теории. Метод опирается . на 
общие теоремы теории расслоенных пространств, а также теории 
групп преобразований и не связан с модельными предположениями и 
конкретной спецификой той или иной калибровочной группы. 

Сначала мы изложим основы предлагаемого метода, а затем про-
иллюстрируем его на примере группы £ 3 = 0 ( 3 ) » Г з , , где знаком 
• обозначено полупрямое произведение. 

2. Исходным объектом метода является главное расслоенное про-
странство Р{М, G) с четырехмерной базой М и структурной группой 
{ / .Обычно [2] при формулировке четырехмерной (калибровочной тео-
рии поля, соответствующей данному расслоению Р, используются ло-
кальные формы связности Л(|) и кривизны F(t), т. е. сужения форм 
'связности со и кривизны iQ, определенных на всем многообразии Р, на 
локальные сечения {crj. Локальное сечение — это четырехмерное под-
многообразие, диффеоморфное некоторой области и г а М . Сужения 

И 



зные сечения связаны калиб-
^ A ^ + g ^ d g , где g — такой 

Здесь a 5 -g (*) обо-

аал, при этом преобразуется 

действия теории от выбора 

Р (М, G) существует другая 

заяо нами [3, 4], если в дей-
формы 'связности AY И кри-

калибровочная симметрия 

одной и той же формы связности © на ра: 
ровочным преобразованием A(X)—Ad{g-
элемент структурной группы G, что а 5 = ( 
значает действие группы G на -многообразии Р, а Ad(g) — присоеди-
ненное представление группы G в алгебре Ли. Форма кривизны Q = 
~D(a , где D — швариантный дифферент 
однородным образом: 

F«)=Ad(g-4F(l). (1) 
. ! . 

Из приведенных формул следует, .'что- требование калибровочной инва-
риантности эквивалентно независимости 
локальных сечений <т$. 

Может оказаться, что -в .расслоении 
совокупность локальных сечений {Ут}, такая, что Yx — Yp-h(x), h(=Hcz 
c G , и области {Ux} в базе М, диффеоморфные сечениям {Ут}, покры-
вают все многообразие М. Как (было пока< 
ствие наряду с формами FA) входят 
визны FY, суженные на сечения {Ут}, т< 
спонтанно нарушается до подгруппы Н. При этом координаты уа(х) 
( a = 1 , . . . , dim G/Я) сечений {Ут} с физической точки зрения соответ-
ствуют голдстоуновоким полям. Вопрос о существовании набора сече-
ний {У*} зависит от конкретных, свойств рассматриваемого расслоения 
Р; в частности, такие сечения всегда можно построить в случае .плос-
кой базы М [5]. 

Требование калибровочной инвариантности при одновременном; 
наличии сечений {о^} и {Ут} формулируемся как независимость дейст-
вия от выбора локальных сечений { a j и от выбора конкретного пред-
ставителя в классе сечений {Ут}, связанных преобразованием УТ->УТ• 
'h(x). Отсюда следует, что построение действия сводится к нахОжде-т 
нию тензорной 4-фор мы [6], инвариантной относительно преобразова-
ний группы G (связывающей сечения {ag}) и группы И (связывающей 
сечения' {Ут}). Такая форма может быть построена с помощью внеш-
него произведения. Чтобы эта форма была тензорной, тензорными 
должны 'быть исходные формы, из которых строится искомый инвари-
ант. Как следует из теории расслоений, I тензорными формами явля-
ются , Z7®, А^ууа и дуальные к ним ! (здесь А^, . . . — компо-
ненты форм F&), Ay , . . . в разложении по базису алгебры Ли группы 
G, a = 1 , . . . , dim G; a = • 1 , . . . , dim G/H). \ Заметим, чтб при использо-
вании форм действие автоматически оказывается инвариантным от-
носительно общекоординатных преобразований. Это очень упрощает 
построение инвариантных лагранжианов. 

Выясним закон преобразования .указанных выше величин при за-
мене сечений. Определим сначала,-способ задания координат сечений 
Ут. Для этого выберем представителей L(y) в классах 'смежности GjH. 
Тогда элемент g группы G представляется в виде g — L(y)h(u), где 

и—параметры группы Я. В качестве координат сечений Ут вы-
берем групповые параметры / Д « а (a = 1, . . . , dim определяемые 
из соотношения 

= oyg(x) =ovL(y(x))h(u(x)). 

Чтобы найти закрн преобразования координат у(х), учтем, что при 
переходе к другому селению a t — • (g ' (х)) получаем 

Ух=. ^ -g' (x)g (x) = <jvL (у' (х)) h(u' (х)) h (и (x)) = ofc (у' (x)) h («"(*))• (2) 
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Здесь новые координаты у ' а , и"* определяются групповым законом 
умножения: 

g'L(y)=L{y')h{u'), h{u')h{u) = Ци"). (3) 

В соответствии с требованием независимости действия от выбора 
представителей в «лассе сечений Yx, связанных преобразованиями 
группы Я, (координаты и(х) не могут входить в 'инвариантное дей-
ствие. 1 

Отметим, что совокупность сечений {У*} вместе с требованием ка-
либровочной инвариантности относительно группы Я эквивалентна; су-
ществованию глобального сечения в ассоциированном расслоении 
Е(М, G(H\ G), а предлагаемый нами метод построения спонтанно на-
рушенных теорий является практической реализацией теоремы [6]. о 
редукции структурной группы расслоения Р(М, G) до подгруппы Я, 
если существует глобальное сечение в расслоении Е. 

Перейдем теперь к закону преобразования форм , Л®, учиты-
вая , что на сечении Yx — въ-Ь(у) они связаны с локальными формами 
на сечении а5 калибровочным преобразованием 

(4) 

(5) 

где D — матрица присоединенного представления группы G. 
Учитывая (1) —(5), найдем, что закон преобразования форм 

i7®,^®^ при заменах вг->-оъ-{g')~~l, Yx-+Yx-{h')~x выглядит так: 

A"$=Dl(h)Al (6) 

(7 У 

/ ' < П 

где h = h"hf, h" определяется соотношением g'L\y) — L(y')h". 
Используя найденные законы преобразования величин Ff^ , , А%, 

можнб построить инварианты калибровочной группы. Так как 
формы являются тензорными, то для построения инвариантной 4-фор-
мы действия можно воспользоваться инфинитезимальным критерием 
инвариантов [7] групп преобразований. Пусть П — пространство, об-
разованное указанными выше тензорными формами, р^ — координаты 
этого пространства (другими словами, это общее обозначение для 
всех форм), a W ( p , g, h)—общее обозначение групповых преобразо-
ваний. (Г ) , (3), (6), (7). Группа преобразований G ® H в пространстве 
П определяется отображением 0 ( £ ) Я ® П - ^ П : р » А - > - р ' м ' = 11Г11(р, g, h) 
(здесь группа G 'связана с переходами .между сечениями аъ, а группа 
Я — между сечениями YX). Вид условия инвариантности зависит от. 
типа форм, используемых при построении инварианта f(p). Если ис-
пользуются только четные формы (т. е. р-формы, где р—четное чис-
ло ) , которые, коммутируют относительно внешнего произведения, то 
инварианты f(p) удовлетворяют системе уравнений [7] 

(8) 

А« = Df (L-1 (у)) Ag + [L-i (у) dL (у)]\ 



где = (dW^./dg* )g=o— векторные поля, индуцируемые группой пре-
образований G в пространстве П. При этом число решений п системы: 
(8) определяется формулой [7] 

п d i m n — m a x ranklMi. (р). 
. р е п | а (9> 

Если для построения инвариантов используются нечетные формы (т. е. 
р-формы, где р — нечетное число), которые антикоммутируют • относи-
тельно внешнего произведения, то пространство П становится супер-
пространством. В этом случае критерий инвариантности приобретает 
вид ..' . 

О, (10> 

где р» — четные (координаты подпространства Пь —. координаты 
грассманова подпространства П2; П = Пх ФП2 . Число решений систе-
мы (10) определяется теоремой [8] , которую в нашем случае можно 
сформулировать следующим образом. Пусть maxrankM^ (р, 0) — dim 
Тогда число четных инвариантов по-прежнему определяется формулой 
ti\ = dim П1 — dim G, а'число нечетных равно я 2 —dim II2. 

3. Проиллюстрируем изложенный метод на примере группы G=s 
= £ 3 = 0 ( 3 ) «Гз. Ее алгебра Ли имеет вид 

. [Ji,Jj\ = eijk 4 ; [РиРЦ^О (i, /, k= 1, 2, 3). (11) 

Сначала построим действие из компонент Fi, локальной фор-
мы кривизны Так как при этом учитываются формы, 
редуцированные только на сечения {0J, то это соответствует случаю 
ненарушенной калибровочной симметрии! Используя закон преобразо-
вания (I7) этих форм и коммутационные соотношения (11), получаем: 
матрицу определяющую систему уравнений (8). Ее вид приведен: 
в табл. 1. Строкам в этой таблице соответствуют генераторы группы 
£з, которые индуцируют векторное поле М^, а столбцам — координа-
ты пространства П, на которые действуют векторные! по ля, М - /как 
дифференциальные операторы (см. (8))« Из форм Fi, #F\ *ЗП с 
помощью табл. 1 и формул (8), (9) можно построить шесть инвари-
антов: - - . i ' - " . 

fi = F/\F*, f2^F'A&:£, f3=*F{A*Fi, \ 

Действие, соответствующее этим инвариантам', имеет вид 
S [F, &} ^ HFinnFU ia^o + a2gmPgne> 

/ • > ' 

+ aamPgnqVg)} 
где а \ , . . , . , «4 — произвольные константы. 
Как показывает простой анализ, сквадра 
ночных полей в действии S[F, ЗГ] индефинитна (т. е. кинетическая 
энергия не является знакоопределешюй). Это означает, что в случае 
ненарушенной симметрии в принципе невозможно получить действие,, 
удовлетворяющее (физическим требованиям. 

Перейдем к случаю спонтанного нарушения симметрии G => 
= 0 (3)»7'з до подгруппы # = 0 ( 3 ) , т. ej. учтем формы Я у, Л1 г 

d*x, 
gmn — метрика на базе М.. 

тичная форма для калибро-
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и им дуальные, а также координаты сечений у1; последние в соответ-
ствии с (2) являются групповыми параметрами представителей в. 
классах смежности £ 3 / 0 ( 3 ) . Найдем вид преобразования -координат 

<У{ в этом случае. Для этого учтем, что групповой закон умножения в 
£ 3 задается в форме (a, G) (у, Z) = 
— (a+Gy, G'Z), где G, Z — матрицы 
вращений; а, у — параметры тран-
сляций. Тогда представителей Ь(у) 
можно выбрать ввиде L(y) = (y, Л), 
и для преобразований координат 

^найдем 

Т а б л и ц а 1 
Определяющая матрица М для группы 

(точная симметрия) 

gL(y) = (a, G) {у, 1 ) = (a+Gy, G) = 

\ =(a + Gy,l)(0,G)=L(y')h. (12) 

Используя (12), (3) и (4), полу-
чаем матрицу в случае спонтан* 
ного' нарушения симметрии (табл. 
2). В этой таблице /, —генераторы 
группы Я = 0 ( 3 ) . Как видно из 
табл. 2, координаты у1 не преобра-
; зуются группой Я. Это обусловлено 
спецификой неоднородной группы, 
являющейся полупрямым произве-
дением, и приводит к тому, что в 
данном случае группы G и Я дей-
ствуют каждая в.своем инвариант-
ном подпространстве пространства П. В случае других групп коорди-
наты уа могут преобразовываться как группой G, так и группой Я. ; 

С помощью матрицы получаем, что учет форм Fy и *Fy 
приводит к следующим инвариантам: /7 = &уА&у, /8 = /9 = 
= *&\>Л*&1у. Соответствующее этим инвариантам действие имеет вид 

S [i7, &,.у\ = j! i&Ymn&Ypq {аьЪтПМ -f aegmPgnq VW)} &Х = 

=='j {&тп + &eikyi'Fk
mn) {&pq'+ гФУ}ркря). {abbmnpq + a6gmPgHe'/J)dix-, 

Fi /72 F3 JT3 

h 0 F3 '-F* 0 JT3 

h —F3 0 F1 — & 3 0 
. * 

jr* 

Л F2 —fi 0 JT2 0 

Pi 0 0 0 0 —F3 'pi 

> > ' 0 0 0 F3 0 —fi 

Р3 
0 0 0 —F* F1 0 

Ymn' + & i i k i ] > F k . тп 1 У тп 

Можно убедиться, что сумма действий S [sF, + 5 [i7, у] со-
держит невырожденную и зн акоопр еде ленную квадратичную форму 
кинетической энергии калибровочных нолей. 

С учетом 1-форм ЛV, *Лг'у можно построить шесть нечетных ин-
вариантных форм: 

В действие может входить любая 4-форма, построенная из 
Среди них особый интерес представляет инвариант Л г ' уД*^ г у- Ему 
соответствует действие ,. " 

Sm [Ау]= J mgmnAYmAW Vg~d*x, 

которое, является массовым членом для калибровочных 
полей А г т под-
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Т а б л и ц а 2 
Определяющая матрица М для группы Е3 (теория со спонтанным нарушением) 

У1 у1 У* F 1 
Y r-2 Y F 3 

v К > 2 A1 Ay A2 
Y 4 

А ' . 

h 

0 -у* У* 

• ' • . ! 
• о J • 

А ' . 

h У 0 -у1 • ' • . ! 
• о J • JS —у* У1 0 

• ' • . ! 
• о J • 

PI• i 0 0. 

• ' • . ! 
• о J • 

> 2 0 1 0 

• ' • . ! 
• о J • 

Р, 0 0 1 

• ' • . ! 
• о J • 

h 

0 
0 F 3 — F 2 — F у 0 

. 1 

0 4 —A2 —Ay 

h 0 F 3 
Y 0 F 1 rY —9% 0 Ty\ — 0 A1 Ay 

h 

0 
F2 

— F 1 rY 0 F 2 " Y 
—г 

0 ! A2 Ay —A1 —Ay 0 

группы-трансляций, так как в унитарной 'калибровке (yi = 0) дейст-
вие SM [Ау] приобретает вид 

sm Иу1 = tmg^AtnAn VgdH. 
" При этом был использован явный вид форм А1 У: • '> 

Щ=(4* + &ii-yiBm) d x m + 

гдЕ ВК
Т — калибровочные поля группы . 0 ( 3 ) . 

Суммарное действие 

5 = 5 [F, <F]+S [F, </]+5т[Лу] 

имеет структуру обычной калибровочной теории Янга—М-иллса со 
спонтанным нарушением .подгруппы Г3. 

4. Итак, нами предложен метод построения калибров очно-инвари-
антных лагранжианов, одинаково пригодный для любых групп Ли. 
Как показывает приведенный пример, метод позволяет построить фи-
зически удовлетворительный лагранжиан, в частности, для неоднород-
ных групп. Обычная трудность, связанная с вырожденностью метрики 
Киллинга, преодолевается благодаря двум обстоятельствам: а) ис-
пользуется общий, способ построения, всёх инвариантов, не связанный 
с какой-либо метрикой; б) метод включает в себя наравне с теориями 
с точной'симметрией теории со спонтанным нарушением. 

В дальнейших публикациях мы применим изложенный форма-
лизм для исследования реалистичных калибровочных теорий, соответ-
ствующих неоднородным пространственно-временным группам. 
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КЛАССИФИКАЦИЯ ТЕОРИЙ ПОЛЯ И СИНГУЛЯРНЫЕ ВОЗМУЩЕНИЯ 

В. Б. Гостев, В. С. Минеев, А. Р. Френкин 

(кафедра теоретической физики) . 

Одномерный ангармонический осциллятор (— сх>;<д:<оо, ft = 
= 2m = to/2 = 1) .со свободным гамильтонианом 

Н0 d2/dx2+x2 (1) 

и четным возмущением, растущим, при х->оо : gW = gx2n, п — 2, 3 . . . , t 
уже давно рассматривался как • одномерная модель квантовой теорий 
поля [1, 2], которая содержит многие проблемы, присущие четырех-
мерным теориям, например известную неустойчивость Дайсона (слу-
чай возмущения gx4 см. в [2]). 

В ряде работ (обзор в [1]) был рассмотрен осциллятор (1) с чет-
ным возмущением с особенностью при 

= (2)] 

Свойства четных решений уравнения Шрёдингера v 

(H0+XW)y>=Eq (3); 

дают интересную возможность ,провести близкую аналогию между 
классификацией полевых теорий [3] и поведением рядов теории воз-

• мущений Рэлея—Шрёдингера (ТВ) для сингулярных возмущений ос-
циллятора (2). , . 

Эти свойства таковы. 
Для v > 2 , Ж 0 ; v = 2; 1/4 имеет место падение на дно ямы 

(падение на центр) [4, с. 143—146], и поэтому m î считаем эти значе-
ния физически недопустимыми и не рассматриваем их (см., одна-
ко, [5]). 

Для "v^l логарифмическая производная всех четных решений 
уравнения Шрёдингера (3). обращается в бесконечность при х = 0. 
Для 0<<v<2; v = 2, —1/4<Я<3/4 все решения квадратично .интегри-
руемы в окрестности х = 0. Поэтому требуются дополнительные сооб-
ражения для выбора четных решений в этой области параметров воз-
мущения. При 0<л><1 можно удовлетворить стандартному для четных 
решений условию . , 

^ ' (О)^ - 1 (0) = 0 (4)' 
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