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КЛАССИФИКАЦИЯ ТЕОРИЙ ПОЛЯ И СИНГУЛЯРНЫЕ ВОЗМУЩЕНИЯ 

В. Б. Гостев, В. С. Минеев, А. Р. Френкин 

(кафедра теоретической физики) . 

Одномерный ангармонический осциллятор (— сх>;<д:<оо, ft = 
= 2m = to/2 = 1) .со свободным гамильтонианом 

Н0 d2/dx2+x2 (1) 

и четным возмущением, растущим, при х->оо : gW = gx2n, п — 2, 3 . . . , t 
уже давно рассматривался как • одномерная модель квантовой теорий 
поля [1, 2], которая содержит многие проблемы, присущие четырех-
мерным теориям, например известную неустойчивость Дайсона (слу-
чай возмущения gx4 см. в [2]). 

В ряде работ (обзор в [1]) был рассмотрен осциллятор (1) с чет-
ным возмущением с особенностью при 

= (2)] 

Свойства четных решений уравнения Шрёдингера v 

(H0+XW)y>=Eq (3); 

дают интересную возможность ,провести близкую аналогию между 
классификацией полевых теорий [3] и поведением рядов теории воз-

• мущений Рэлея—Шрёдингера (ТВ) для сингулярных возмущений ос-
циллятора (2). , . 

Эти свойства таковы. 
Для v > 2 , Ж 0 ; v = 2; 1/4 имеет место падение на дно ямы 

(падение на центр) [4, с. 143—146], и поэтому m î считаем эти значе-
ния физически недопустимыми и не рассматриваем их (см., одна-
ко, [5]). 

Для "v^l логарифмическая производная всех четных решений 
уравнения Шрёдингера (3). обращается в бесконечность при х = 0. 
Для 0<<v<2; v = 2, —1/4<Я<3/4 все решения квадратично .интегри-
руемы в окрестности х = 0. Поэтому требуются дополнительные сооб-
ражения для выбора четных решений в этой области параметров воз-
мущения. При 0<л><1 можно удовлетворить стандартному для четных 
решений условию . , 

^ ' (О)^ - 1 (0) = 0 (4)' 
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и взять в 'качестве четных решения уравнения Шрёдингера (3), (2) с 
условием (4), непрерывно переходящие в четные осцилляторные 

У т = ( т ! Г - 1 ( т + 1 / 2 ) ) 1 / 2 ехр (-x2/2)Lm-^(x2), 
(5) 

Em — 4 т + 1 , т = О, 1, 2 , . . . , 

где L m
a ( y ) •—полином Лагерра. • 

При лСЗг1 за счет неустранимого бесконечного разрыва 1|/(0)г|)-1 (0) 
при любом выборе четного решения возникает б-образный сингуляр-
ный потенциал [6], Этот индуцированный сингулярным возмущением 
,(2) потенциал содержит как члены, исчезающие при Л-Я), — индуциро-
ванное возмущение (ИВ), так и слагаемое, не зависящее от X, — по-
тенциал сдвига [7]. Сам факт изменения гамильтониана (1) при 
включении и последующем выключении ((Яг->-+0) возмущения (2) для 

обнаружен в работе [8] и называется явлением Клаудера [1]. 
В интервале рассматриваются в качестве кандидатов в 

четные решения два набора. Во-первых, двукратно вырожденные (по 
четности) продолженные четно решения "ф-(х) ([1, 8, 9], -v = 2), удов-
летворяющие условию -ф (0) = 0 и непрерывно переходящие при 
в 'нечетные осцилляторные решения ( * > 0 ) 

— m\T~l(rrt-j-3J2)xexp (—x2/2)Lm1/2(x2), • 
(6) 

Е т = 4m-f3 , т — 0, 1 , 2 , . . . 

Решения (лг) приводят к потенциалу сдвига 

у / = 2 б М - | л : | - 1 , l < v < 2 , J.7>1-

; V t = ; ( v ^ M M " 1 , v > 2 . | (8) 

Формула |(8) (вместе с формулой (12)) получается из логарифмиче-
с к о й производной функции [4, с. 214, 215] 

( х ) » С х ^ ехр (—2 у Т (v —2)"1 x ( v - 2 ) / 2) , х - ^ + 0. (9) 

ИВ, вызванное i|)_(a:), имеет вид 

^ = v < 2 i ; (10) 

.где gk(y) определяются рекуррентно, gi == (3 — v) _ 1 , q = е ( (2 — v ) - 1 ) , 
е (z) — целая часть z, 

Wi=2i_- № + ,(Я+1/4) б {х) | х | - 1 , v = 2 , Я>—1/4, .(11) 
О fe-i-1 ft(v—2) 

Wi = 2XV* б (х) | х I -viz + 2Я1/2 6 (%) ]%| -1£ Я 2 4 (v) I х I 2 , v > 2 , (12) 
к=1 

dh{y) определяются рекуррентно, d\(v) = 32~V(4— v), p — e'(2(v — 
— 2 ) - 1 ) . ИВ (12) переходит в ,(11) при v - > 2 + 0 , X-++00, ИВ (10) пе-
реходит в ряд Тейлора (11) при v-+2 — 0. 

Альтернативным кандидатом на четные решения является реше-
ние уравнения Шрёдингера (3), (2) г|э+(я), непрерывно переходящее 
в функцию (5) при ([7, 10], v = 2). Д л я них отсутствуют сдвиг 
#о (1) (нет явления Клаудера) и вырождение по четности (четные к 



нечетные уровни чередуются [4, с. 82—86] ) . ИВ имеет вид ([7] , v 
= 2, [ 1 1 ] ) 

Wi = 0, v < l , (13) 

Wi = 2Х In | * | 6 ( x ) , v = 1, 
я 

Wt=*26(x)\xl-1 £ ^Mv)I%|< 2 -v>\ l < v < 2 , \ф2—п-\, (15) 
k=i 

me hk(v) определяются рекуррентно, hi — —(v — 1)_1, q = e( (v — 
• - 2 ) - 1 ) , -

Wt = 26 (x)' M J ] №hk (v) I x\ (2-v)ft + (v) 6 (x) In I * (16) 

v = 2 — n~\ n = 2, 3, 4 , . . . , 
= —2(—1/2+ (Я+ 1/4) 1 / 2 )6(л:) \x \~\ v = 2, — l / 4 < X < 3 / 4 (17) 

(если A>3/4, то ifM*) <e£L2(0, СО)). РЯД (15) при y->2— 0 переходит 
в разложение потенциала (17) по степеням Я(|Х| < 1 / 4 ) . При l < v < 3 / 2 
полином по Л, в ИВ (15) вырождается: 

Wi = —2X(v— l J - ^ M M I 1 - * . ( 1 8 ) 

Линейная комбинация г|за = cos mjx^+sin сгф_, взятая в качестве чет-
ного решения, приводит к ИВ (13) — (17) и дополнительному индуци-
рованному потенциалу 

VTA = 2tg a • 8 (х), (19) 

не отмеченному в [11]. Фиксация угла смешивания а (Я) выделяет 
четное решение. Мы считаем, что потенциал (19), вносящий вклад в 
матричные элементы (МЭ) возмущения, должен быть отброшен ( а = 
• = 0 ) , исходя из требования наименьшего числа 6-функций в полном 
индуцированном потенциале, т. е. слабейшей из возможных еингуляр-
ностей ИВ и отсутствия потенциала сдвига. 

Решения х) как функции К при фиксированном лс>О анали-
тичны по X, как и уровни энергии (при v = 2 i|)+(x) существуют при 
- 1 / 4 < Я < 3 / 4 и аналитичны при |А, |<1/4). Однако, как было отмечено 
в [9], все МЭ возмущения 

' _ " 00 
W m n = 2 ^ m x - ^ n d x t ( 20 ) 

о 
где г|зт(х) даются формулой (5), расходятся при v > l . Следовательно, 
ТВ неприменима, что обесценивает решения -ф+(д;)- Однако из-за ав-
томатического включения ИВ (14) —(18), противоположного по знаку 
затравочному возмущению (2), сходимость МЭ можно восстановить 
для случая линейного по К ИВ (14), (18) (1^Ч><3/2): 

^ Wmn= Vm 2(v-\)~i \x[^8(x-a))%dx<oo. (21) 
i 

Процедура устранения расходимости в МЭ [7} однозначна и близ-
ка к (Процедуре перенормировки в теории поля [3]. При 3/2<!v<2; 
v = 2 , А,| < 1 / 4 такая процедура применима только к линейной по % 
части Wi — коэффициентам первого порядка ТВ. Высшие слагаемые 
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Я3) MB МЭ (21) (v>3/2) расход» 
высших порядков. В этом случае ТВ не 
мости МЭ (v<3/2) не следует сходимо. 
мер поправки к уровням энергии второг 

гея, как и коэффициенты ТВ 
существует. Однако из сходи-

сть коэффициентов ТВ, напри-
о порядка ([4] с. 163—169) 

AE{?=X*£wUEk—En) 
п=О 

В силу эквидистантности уровней (5) для сходимости ряда ' (22) до-
статочно убывания МЭ Wh n~nr& ( е>0 , л->-оо). ] 

Оценка роста регуляризованного МЭ (21) дает 

kn 
_ L ( v _ ± \ 

—1 (22) 

п •оо , (23) 

т. е. сходимость коэффициентов Рэлея—Шрёдингера имеет место яри 
том же условии, что и сходимость МЭ: 

v<3 /2 . 

Оценка (23) несколько видоизменяется 
например, в кулоновском случае v = 1 

- Wku-n-VHnn, 

Таким образом, рассматривая M i 
энергетические знаменатели (EK—ЕП) 

(24) 

ты Рэлея—Шрёдингера—'коэффициентов S-матрицы 

для; v= 

п - > о о . 

7-1 л = 1 , 2 , . 

(25) 

как аналоги вершинных частей, 
пропагаторов, коэффициен-

tana является 
(последняя ана-
фактически точ-

состояния [1]), мы приходим 
механики ангармонического ос-
кциями (*) и квантовой тео-

супер перенормируемые теории 

логия для вакуумных диаграмм Фейнм 
ным равенством для энергии основного 

'следующему соответствию, квантовой 
циллятора (1), (2) с собственными фуш 
рии поля [3]: 

1) случаю 0 < v < l соответствуют 
-поля с конечным числом расходящихся диаграмм (например, теория 
с лагранжианом взаимодействия gtp3); | 

„ 2) случаю l ^ v < 3 / 2 , когда взаимодействие (2) искажается ИВ 
(18), соответствуют пёренормиру^мые теории с конечным числом ^кон-

стант перенормировки (в квантовой механике осциллятора произво-
дится перенормировка МЭ —аналог перенормировки заряда) ; 

3) случаю 3 / 2 < v < 2 ; v = 2 , — 1 / 4 < К З / 4 , когда взаимодействие 
дополняется нелинейным . ИВ, соответствуют неперенормируемые тео-
рии с неустранимыми расходимостями коэффициентов S-матрицы (бес-
конечное число констант перенормировки). 
* Отметим, что в последнем случае з квантрвой механике осцилля-
тора (1), (3), (15)—(17) существуют решения уравнения Шрёдингера 
и поправки первого порядка ТВ, совпадающие с соответствующими 
коэффициентами разложения решений уравнения Шрёдингера (прове-
рено для v = 2 [7] ). Этот результат является полным аналогом не-
перенормируемой четырехфермионной теории слабых взаимодействий, 
,где величины первого порядка совпадают с экспериментальными дан-
ными, а высшие поправки расходятся [3]. 

Можно провести аналогию классификации полевых теорий и с ре-
шениями уравнения Шрёдингера (радиальными при 0 < v < o o ) . 
»" Отметим, что в [12] для радиального случая ( 0 ^ г < о о ) и потен-
циала кг-* дается отличное от нашего соответствие классов теорий 
поля и волновых функций квантовой механики с взаимодействием (2)' 



(лг-w, 1=0). Потенциалам с 0 < v < 2 , не искажающим вид ф (г) ~ г 
при r-И) по сравнению со свободным движением, соответствуют супер-
перенорм ируемые теории; случаю v==2, Я>—1/4, когда искажается 
поведение ty (г)— гУ2+ ^+1/4 , г->-0, соответствуют перенормируемые 
теории; случаю v > 2 , когда имеет место падение :на центр при Я < 0 , — 
неперенормируемые теории. 

На наш взгляд, аналогия поведения М З и рядов ТВ потенциаль-; 
ной квантовой механики с пертурбативной теорией поля, основанной 
на фейнмановоком разложении, является более физичной, чем анало-
,гия поведения рядов ТВ для 5-матрицы в теорий поля и- формы вол-
новой функции не 'квантованной вторично механики радиального дви-
жения. 

Таким Образом, рассмотренная в статье простая задача нереляти-
вистокой 'квантовой механики дает возможность с помощью изменения 
всего, одного параметра v на примере МЭ возмущения и коэффициен-
тов Рзлея—Шрёдингера моделировать свойства сходимости элементов ' 
5-матрицы пертурбативной квантовой теории поля при различных ви-
дах лагранжианов взаимодействия. * • > ' . ' • ' . 
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Проблема квантовых поправок в теории сйнхротронного излуче-, 
ния имеет давнюю историю [1—13]. Она остается актуальной и сейчас 
в связи с предпринимавшейся в работе [6] попыткой ревизии получен-
ных ранее результатов. Обстоятельная критика этой работы была дана 
в [7—8] (об экспериментальной проверке см. [14]). 

Рассмотрим «классический» фурье-образ напряженности поля из-
лучения 

e z = Г dt. ( l ) 
cR «I > • OO 

Здесь e=—eo<0 — заряд, to — частота излучения электрона, осталь-
ные обозначения совпадают с общепринятыми. Сделаем далее в выра-
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