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МЕТОД ВЫЧИСЛЕНИЯ ФЕЙНМАНОВСКИХ ИНТЕГРАЛОВ 
ВЕРШИННОГО ТИПА 

Э. Э. Боос, А. И. Давыдычев 

(НИИЯФ; кафедра квантовой теории и физики высоких энергий) 

1. Для получения различных физических результатов в квантовой 
теории поля как в рамках теории возмущений, так и при использова-
нии непертурбативных методов (в частности, при исследовании ин-
фракрасной области квантовой хромодинамики) очень важно уметь 
точно вычислять как можно более широкий класс диаграмм фейнма-
новского типа. Особый интерес представляет вычисление безмассовых 
фейнмановских интегралов, так как, во-первых, в калибровочных тео-
риях приходится иметь дело с безмассовыми частицами (фотонами^ 
глюонами, духами и т. д. ) , а во-вторых, например, при изучении про-
цессов при высоких энергиях массами частиц во многих случаях мож-
но пренебречь по сравнению с их импульсами. 

При вычислении фейнмановских диаграмм в калибровочных тео-
риях наиболее удобно пользоваться методом размерной регуляризации 
[1], который, в частности, позволяет сохранить калибровочную инва-
риантность на всех этапах вычислений. В ряде работ (см., например* 
[2, 3 ] ) были получены выражения для безмассовых интегралов про-
пагаторного типа (т. е. зависящих от одного внешнего импульса). 
В настоящей работе в рамках размерной регуляризации проводится 
точное вычисление безмассовых однопетлевых фейнмановских интегра-
лов вершинного типа (т. е. зависящих от двух внешних импульсов). 

2. Рассмотрим интегралы следующего вида: 

- V' Р ) = J (r*+i0)"((p~r)* + i0)v((q~r)z+i0)e ' (1> 

где / г = 4 + 2е — размерность пространства-времени, р, v и р — произ-
вольные параметры, не зависящие от п, а бесконечно малые мнимые 
добавки в знаменателях определяют правила обхода полюсов в псев-
доевклидовом пространстве. 

Используя для знаменателей в формуле (1) а-представление [4]„ 
интегрируя по импульсу г и делая стандартную замену переменных 
интегрирования, приходим к следующему выражению: 

.•1—ц—V—р—п/2 п 
J in V , Р) = Л " / 2 - Р - П / 2 - L X 

r ( f x ) F ( V ) Г (р) ,) 
о 

1 1 

X J d l • 1 — i ) ^ - 1 j "йц• V P ~ y ( 1 • — ' ^ ' x . 
0 v 0 

X exp[t'X (1 —т]) ( S(1 —I) (1 —'П) P 2 + (1 —E)Щ2 + i ^ 2 ) ] , (2) 
где k—q—p. С помощью известных формул [5] можно взять интегра-
лы по А, и т); в результате получаем 
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где 2^1 — гипергеометрическая функция Гаусса. Для того чтобы взять 
оставшийся интеграл по \ в формуле (3), воспользуемся формулами 
аналитического продолжения гипергеометрических функций- [6], а за-
тем представим их в виде интеграла Меллина—Бернса: 
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где контур интегрирования отделяет «правые» полюсы Г-функций от 
«левых» (в дальнейшем все контурные интегралы мы будем понимать 
именно в этом смысле). Тогда интегралы по можно будет вычислить 
[5], и, снова применяя формулы аналитического продолжения, мы при-
ходим к выражению, состоящему из четырех слагаемых, первое из ко-
торых, например, имеет следующий вид: 
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является аналитической функцией своих параметров [6], контурные 
интегралы в выражении (4) можно представить как суммы вычетов 
по полюсам подынтегральных Г-функций. Замыкая контур интегриро-
вания вправо, мы получим сумму шести таких рядов. Получившееся 
таким образом выражение можно существенно упростить, используя из-
вестные формулы для Г-функций [6] . В результате этих преобразова-
ний получаем сумму четырех рядов: 
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Теперь мы покажем, что ряды в выражении (5) могут быть пред-
ставлены через гипергеометрические функции двух переменных. Вос-
пользуемся для этой цели следующим равенством: 
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где (a)j=r(a+f)/r(a), a F4— гипергеометрическая функция двух пе-
ременных [6]: 
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Равенство (6) может быть доказано, например, разложением гипер-
геометрических функций в ряд и сравнением коэффициентов при раз-
личных степенях х и у. С использованием формулы (6) выражение (5) 
может быть записано в более компактном виде: 
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X Г(ц + Р—п/2)Т(п—ц—V—р)Г(я /2 — р) х 

X (п—[л.—v—р, л/2 —р, п/2 —ц—р+ 1, я /2—v—р + 1; 

q2/p\ kVp*)}. (7) 

Отметим, что в предельных случаях, когда р,, v или р равны нулю, 
«формула (7) приводит к известному результату. Заметим также, что 
с помощью (7) можно получить выражения для интегралов, анало-
гичных (1), с импульсами ra, г аг$, . . . в числителе по формулам, приве-
денным в работе [7]. 

3. Более простые выражения для интегралов можно получить, если 
рассматривать симметричный сход с нулевой массовой поверхности по 
двум внешним концам соответствующей фейнмановской диаграммы: 
р2 — д2 [7] Тогда можно использовать следующую формулу приве-
дения: 
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Ее справедливость также можно показать с помощью разложения в 
ряд и сравнения коэффициентов. Применяя (8) к выражению (7) в 
симметричном случае p2=q2, получаем после некоторых преобразо-
ваний 
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Жак и следовало ожидать, выражение симметрично по v и р. 
Следует отметить, что для конкретных (например, целых) значе-

ний параметров р, v и р выражение (9) сильно упрощается. При этом 
удобно пользоваться следующей формулой: 
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где Chm — биномиальные коэффициенты. Из формулы (10) видно, что 
при целых |х, v и р гипергеометрические функции 4FS в (9) редуциру-
ются до конечной суммы функций 2 Л- Разложение полученных выра-
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жений при е— (п — 4 ) /2 -й ) , необходимое для различных физических 
приложений, приводит к еще большему упрощению формул для кон-
кретных интегралов. 

4. В заключение отметим, что с помощью развитого в работе ме-
тода получены точные выражения (7), (9) для класса безмассовых 
вершинных интегралов (1) в размерной регуляризации. То обстоятель-
ство, что зависимость от, безразмерных комбинаций импульсных пере-
менных выражается через функции гипергеометрического типа, позво-
ляет с помощью формул аналитического продолжения [6] исследовать 
различные области изменения импульсов. 

Полученные результаты представляют несомненный интерес для 
вычисления радиационных поправок в калибровочных теориях, иссле-
дования треугольных аномалий, изучения поведения вершинных функ-
ций Грина в инфракрасной области квантовой хромодинамики. 

Авторы выражают искреннюю благодарность проф. Б. А. Арбузо-
ву за ценные советы и полезные обсуждения, а также д-ру физ.-мат.. 
наук В. И. Саврину за внимание к работе и поддержку. 
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НАБЛЮДАЕМЫЕ ПОСТ-НЬЮТОНОВСКИЕ ЭФФЕКТЫ, ВЫЗЫВАЕМЫЕ 
СТАТИЧЕСКИМИ ЧЕТНОСТЕПЕННЫМИ ФЙНСЛЕРОВЫМИ 
МЕТРИЧЕСКИМИ ФУНКЦИЯМИ 

А. К. Арынгазин, Г. С. Асанов 

(кафедра теоретической физики) 

1. Формулировка результатов. В работе [1] были вычислены на-
блюдаемые финслеровы поправки к эффектам ОТО, относящиеся к по-
ведению орбит планет. В качестве примера финслеровой метрической 
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функции было взято определение F (х, у)= У [г4 (х) ym)f]l/}, где 
А=\ 

параметр f мог отклоняться от риманова значения / = 2 . Продолжая 
исследование финслеровых гравитационных пост-ньютоновских эффек-
тов, мы рассматриваем ниже другой интересный класс финслеровых 
метрических функций (ФМФ), а именно функций вида (6), которые мы 
назвали статическими четностепенными. 

Согласно выводам, сделанным в § 3 работы [1], соприкасающиеся 
финслеровы объекты Sobc и Sabcd, представленные разложениями (12):, 
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