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В. И. Шестаков 

(кафедра Общей физики для физического факультета) 

§ 1. Исчисление высказываний (ИВ) 5 3 (логики Бочвара [1, 2J) 
применялось для анализа отношений между физическими величинами 
(ФВ). Здесь рассмотрим вопрос о применении ИВ для вывода основ-
ных формул теории размерностей ФВ. 

Полагая, что читатель имеет возможность ознакомиться с содер-
жащимися в [3] определениями операций ИВ, мы не приводим их здесь, 
за исключением операции A z z a B , в определении которой (табл. 3 в 
[3]) допущена опечатка — вместо знака П напечатан знак U- Правиль-
ное определение этой операции: 

A ID с=В ^ (A zdB) n (BZIA ), 

где П и з - знаки конъюнкции и импликации (табл. 3 в [3]) высказы-
ваний А и В. Эту операцию будем называть биимпликацией или экви-
валенцией. , ; • • . 

Дополнительно к операциям ИВ, символы которых определены [3], 
нам потребуются еще две операции ИВ, определяемые следующими 
равенствами по определению: ~~]Л ~ ~~|Л, где | — 
знаки операций ИВ, определенных в [3]. 

Следуя [1, с. 287], будем называть высказывание предложением, 
если и только если оно имеет смысл. В силу этого условия символ |Л, 
означающий высказывание «Л имеет смысл», означает также и выска-
зывание «Л — предложение». 

Легко проверить построением таблиц истинностных значений, по-
добных табл. 2 в [3], что формулы 

JA== Ь- Л[Г]Л== К ( Л 1 1 ~ Л ) = Ь- ( Л : э Л ) = = Т ~ Л , (1) 

\ А —А п П л = Л и ~ Л = Л Б Л = = 4 ~ Л ( Г ) 

верны при любых истинностных значениях высказывания Л. 
Из этих формул следуют формулы 

(2) |Л = | ~ Л , | Л = = | ~ Л , (2') 

утверждающие, что высказывания А и ~ Л («не-А») либо оба имеют 
смысл, либо оба бессмысленны. 

Формула (1) содержит еще три высказывания: «Л верно или А 
ложно», «верно Л или не-Л» и «верно, что если Л, то Л», эквивалент-
ные высказыванию \А — «А имеет смысл» («Л — предложение»). 

§ 2. Полагая 

A^(V=W), (DI) 

где [У] и [ЦТ] — размерности ФВ V и W, можно формулы (Go), (oof, 
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(ai), (a / ) статьи [3] представить соответственно следующими форму-
лами: 

(ЛО) Б^\А, |Л:э Ь В, (ЛО') 

(Л1) В = 4 ~ Л , (Л1') 

Все эти формулы эквивалентны друг другу [3] и потому, приняв од-
ну из них в качестве постулата теории размерностей ФВ, мы должны 
считать другие из них эквивалентными формами этого постулата. 

Формулы (ЛО) и (Л1) мы использовали [3] для анализа отноше-
ний между ФВ. Здесь же мы применим формулы (ЛО') и (AY) для вы-
вода основных формул теории размерностей ФВ. 

Из (ЛО') и (1) следуют импликации 

\-А[}~\А=> Ь В, (3) 

Ь ( Л и ~ Л ) 1 э | - Я , (4) 

эквивалентные в силу (ZM) и определения 

(V¥=W)^~ (V=W) (D2) 

следующим формулам: 

I- и—1 = (5) 

* (7) 

Формула (5) утверждает, что для истинности равенства [V\=[W\ 
размерностей [У] и [W] ФВ V и W достаточно, чтобы равенство V=W 
этих ФВ было верно или ложно, а формула (7) — что истинность клас-
сического закона исключенного третьего 

(V=W)[j(V¥=W) 

является достаточным условием равенства размерностей [У] и 
[W] ФВ V uW. 

Полагая в формуле (7) W=aV, где а — любое число, а V — лю-
бая ФВ, получим импликацию 

b ( ( V = a V ) U ( ^ a V ) ) = > Ь ( [ V M a V ] ) , ( 8 ) 

антецедент (посылка) которой верен как в случае а=1 , так и в случае 
а=?Ч, т. е. верен всегда. В силу истинности антецедента из импликации 
(8) следует формула 

И М Ч « У ] Ь (9) 

выражающая известный в теории размерностей ФВ тезис: «размерно-
сти ФВ V и aV, отличающихся лишь числовым множителем а, одина-
ковы». 

§ 3. Всякая действительная или комплексная ФВ У представима 
формулой [4, (2)] 

V=„V"Ve, 00) 

где „ V " — числовое значение, а У е - единица ФВ V в какой-либо си-
стеме единиц ФВ. 
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Из формул (9) и (10) следует формула 

H [ V M V C ] ) , ( 1 1 ) 

утверждающая, что размерность любой действительной или комплекс-
ной ФВ V равна размерности ее единицы Ve в той системе единиц ФВ, 
в которой измерена ФВ V. 

ФВ V называется безразмерной, если Ve=\. Для безразмерной ФВ 
У формула (11) принимает следующий вид: 

ы т ч ш . (Па) 
При ,,V"=a, где а — некоторое число, получаем отсюда формулу 

Н Ы Ч Ш , . ( П б ) 

утверждающую, что размерность [а] любого числа а равна размерности 
[1] числа 1. 

i ФВ U называется небезразмерной или размерной, если и только 
•если она удовлетворяет формуле 

[ U ] = [ 1] ( 1 2 ) 

или эквивалентной ей (в силу (11)) формуле 

М = [а], (13) 
где а — любое число. 

Отсюда в силу постулата (АО') следует формула 
\ { U = a ) , (14) 

утверждающая, что равенство U=а, где U — любая размерная ФВ, а 
« — любое число, бессмысленно. 

§ 4. Пусть 

W=UV. (а) 

Тогда по формуле (10) получим равенства 

„W'We=„U"Ue-„V"Ve=„U"„V"-UeVe, 

из которых следуют равенства ,,W"=„U"„V", We=UeVe, а из них, с уче-
том формулы (11), следует формула 

[UV\=[U][V], (15) 

утверждающая: «размерность произведения ФВ равна произведению 
размерностей этих ФВ». 

Из ассоциативности и коммутативности умножения ФВ следует, 
по формуле (15), ассоциативность и коммутативность умножения раз-
мерностей ФВ. 

Единицей операции умножения размерностей ФВ является раз-
мерность [а] любого числа а. Действительно, в силу формул (15) и (9) 
справедливы равенства [a][l /]=[al /]=[l /]= l[^a]=[l/][a], из которых сле-
дует, что [а] является левой и правой единицей операции умножения 
размерностей ФВ: 

[ a ] [ V ] = [ V ] = [ V ] [ a ] . ( 1 6 ) 

При а = 1 получаем отсюда равенства 

ш м = м = т ш , (16а) 
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позволяющие считать [1] единицей операции умножения размерно-
стей ФВ. 

Если в формуле (15) ФВ U заменим ФВ V~\ то получим равенст-
ва .[V"1.]^—[V~l-KI==[l], из которых следует, что можно принять опре-
деление 

[ V j - i ^ f V - i ] (D3) 

для любой ФВ V, для которой определена операция V'-1., 
Деление размерностей ФВ определим формулой 

' (Я4) 

При W = V из этого определения следуют равенства 

imv]==lv][v\-1=[nv-^[vv-lMv0]=[ 1], 
из которых следует формула 

т / м ч и , (17) 
аналогичная формуле а/а —1, верной для любого числа а¥=0. 

Нулевую степень [У]0 размерности [I7] любой ФВ V" определим фор-
мулой 

, 1J. (Я5) 
аналогичной формуле которой определяется нулевая степень лю-
бого числа а. 

Степень [V)n размерности [У] любой ФВ V для любого натураль-
ного числа n > 1 определим формулами 

m ^ t n m ^ ' - r m v ] 1 . Фб> 

Степень [V\~n, где п — любое натуральное число ( л > 1), опреде-
лим формулой 

[ V J - ^ y - 1 ] " . (D7) 

Если [У]=^[1], то для любого целого числа m¥*Q очевидно, что 

[ V ) m * [ \ ] . ( 1 8 ) 

Итак, исходя из постулата (ЛО') и используя определения (D1) — 
(D7), приходим к выводу: «множество размерностей комплексных ФВ 
является абелевой группой относительно операции умножения размер-
ностей ФВ», т. е. к результату, следующему из первых пяти постулатов 
Флейшманна [5, 6], [7, с. 17]. 

§ 5. Рассмотрим теперь вопрос о размерности суммы ФВ. Из опре-
деления операции сложения ФВ [4, (D6)] 

Yl У е + У г У е ^ (Y1+Y2) Уе, 

где YI и уз — любые числа (в общем случае комплексные), и формулы 
(11) получаем равенства 

; = [v*]=ly2ve) = [ve], + У 2 ] = [(Yi+Y2) у А—\Уе]> 

из которых следует формула 

; 'i (19) 
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которую легко обобщить на любое число п слагаемых: 

Таким образом, из определения операции сложения ФВ и формулы 
п 

(11) следует утверждение: «размерность суммы у Vk любого числа 
k=\ 

ФВ: Vi, . . . , Vn равна размерности каждого ее слагаемого». Отрицание 
истинности этого утверждения влечет за собой известный тезис теории 
размерностей ФВ: «Сложение ФВ с различными размерностями не 
имеет смысла». 

Легко показать, что формула 

1- тчт=т), ( 2 i ) 

аналогичная формуле (19) , верна для безразмерных ФВ U и V, т. е. 
когда [U]=[V\={\\. Эту формулу нетрудно обобщить на любое число п 
безразмерных ФВ: 

H ( [ n V f c ] = [ V Y I = . . . = [ V n ] j f (22) 

где [Vfe]=[l] для всякого k. Если, в частности, V\=.. =Vn=V, то из нее 
следует формула 
• ь- \тп=т), (23) 

истинная для любой безразмерной ФВ V. 
Для небезразмерных ФВ U и V формула (21), очевидно, не верна 

даже в том случае, когда [U\={V\. В этом случае, как известно, [UV\¥* 

§ 6. Д о сих пор мы занимались главным образом выводом основ-
ных формул теории размерностей ФВ в некоторой одной системе еди-
ниц ФВ, например в СИ. 

Теперь мы кратко рассмотрим вопрос о размерностях ФВ в неко-
торых двух различных системах Sq И 5I единиц ФВ. Размерности Ф В 
U и V в системах 5 0 и Si обозначим соответственно символами [U]q; 
М О И [Щи [П. 

Нас интересуют прежде всего такие ФВ U и V, для которых верны 
следующие формулы: 

Если «So — система Гаусса, a Si - СИ, то примерами формул (а0) 
и (а{) могут служить следующие формулы: 

М t - (lcu=Що), [СЬ - [L] х, ( а и ) 

К 2 ) 1 " ( [ С ] о = [/]о), [С1г = Щг> М 

где С — емкость, L — индуктивность и I — длина. 
Действительно, в системе Гаусса емкость, индуктивность и длина 

имеют одинаковую размерность — размерность длины. 
В СИ эти ФВ имеют различные размерности, а именно: 

[С] 1=L~2M~1Т412, [L] !=L 2 MT- 2 I - 2 , { / ] !=L, 
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где L, М, Т и I — обобщенные обозначения единиц: длины* массы, вре-
мени и силы тока. 

Основное отличие СИ от системы Гаусса заключается в том, что 
размерности многих ФВ, одинаковые в системе Гаусса, в СИ являются 
различными. Например, напряженности £ и Я и индукции D и В элект-
рического и магнитного долей в системе Гаусса имеют, как известно, 
одинаковую размерность: 

[£]оЧД]о- CD]o=[S]O=L-W2T-I, 
а в СИ размерности этих ФВ различны: 

[£Ji==LMT_3I_1, i[//]i=L~1I, [D]i=L-2TI, [B]i=MT - 2I - 1 . 
Из неравенства размерностей ФВ Е, Я, D и В в СИ следует, в 

силу постулата (ЛО), бессмысленность равенств 
Е=Н, £=В, D=H, D=B, Н=В 

в единицах СИ. 
Подобно тому, как спектральные приборы, имеющие «разрешаю-

щую силу» большую, чем у обычного школьного спектроскопа прямого 
зрения, позволяют точнее различать исследуемые спектры, СИ позво-
ляет более тонко различать ФВ и их размерности, чем система Гаусса. 
Используя эту аналогию, мы можем сказать, что СИ имеет большую 
«различительную способность», чем система Гаусса. 

Другим неоспоримым преимуществом СИ перед системой Гаусса 
является то, что в СИ размерность любой ФВ может быть представ-

п 
лена через размерности основных ФВ в виде произведения {~] 

k=\ 
где все mh — целые числа в соответствии с шестым постулатом Флейш-
манна [7, с. 17]. 
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