
"ВЕСТ!! . MOCJ<. УН-ТА. СЕР. 3, ФНЗИl(А . АСТРОНОМИ.Я . 1987. Т . 28, № 5 

РАДИОФИЗИКА 

УДК 538.56:519.25 

· '' 

О ВЛИЯНИИ ШУМА НА ПЕРЕХОДЫ К ХАОСУ 

ЧЕРЕЗ ПЕРЕМЕЖАЕМОСТЬ 

П. С. Ланда 

(кафедра общей физики и волновых процессов) 

_. Рассмотрен переход к хаосу через riеремежаемость, возникающий пр·и слиянц.и 
у,стойчивого предельного цикла с двумя неустойчивыми, в случае, когда система мо
Жет быть описана оцномерным точечным отображением. Пок:азано, что наличие внеш
,J1его . шума дестабилизирует движение системы, увеличивая ляпуновский показатель.-

. Известно [1, ?], что переход ·к хаосу через перемежаемость происхо, 
!Цит тогда, когда устойчивый режим сливается с неустойчивым и ис
чезает, а на его месте в фазовом пространстве системы возникает хао
:ii'Ическнй аттрактор. Вблизи . такого перехода поведение. си.стеr.;rьr в тече-
1ше Длительньrх промежутков . времени является почти регулярным. 
6ти участки регулярного поведения ( «ламинарные» фазы), перемежа-
10тся короткими нерегу·лярными всплесками («турбулентные~> ·фазы). 
·в простейшем случае, когда поведение системы описывается одномер
-ным точечным отображеiшем, зависящим от одного параметра" сред
tнюю длительность «ламиliарной» фазы -r вблизи точки перехода удает
tя рассчитать либо методом ренормгруппы [3-,-5], либо путем замены 
rrочечного отображения "соответствующим дифференциальным уравне
.нием [6-9]. 

Для определения характера движения после перехода основную 
:роль играет ляпуновский показатель_ Расчет ляпуновского показателя 
Л проведен в работах [7, 9]. Очевидно, что на величины -r и Л сущест
.венное влияние должен оказывать внешний шум, действующий на си
стему. Это влияние частично рассмотрено в работах [3-9], где пока· 
зано, что внешний шум всегда уменьшает среднюю длительность лами
нарной фазы . Что же касается значения ляпуновского показателя, то, 
·как следует из работы f9] и предстдвленных ниже результатов, шум 
·может его как уменьшать (т. е. стабилизировать движение системы), 
:так и увеличивать (дестабилизировать) . Отметим, что аналогичные 
эффекты наблюдаются и ЧРИ переходах к хаосу через rtоследователь-
1Iость бифуркаций удвоения периода [10, 11]. 
- В болъщинстве имеющихся работ [1-7, 9] переход · через переме
'жаемость рассматривается на примере системы, описываемой одномер
ным точечным отображением вида 

i=e+ x+axz+ g~, ( 1 )' 

rде е - бифуркационный параметр, z - четное число, g~ - внешний 
шум, (s)=O, (sпsт)=бтп, бтп - символ Кронекера. В [9] показано, 
Что для таких· систем шум при определенном условии оказывает ста
@илизирующее влияние на движение, поскольку забрасывает отобра
жающую точку на сжимающий участок отображения. 

В настоящей работе, следуя [8], рассмотрим другой тип перехода 
к хаосу через перемежаемость, когда в отображении отсутствуют сжи
мающие участки и оно имеет вид, показанный на рис. 1. В момент 
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.uер.е.хода · ус·1ойчавая неподвижная точка · М сшшается с двумя неустой
ч:ивыми точками М' и М" и становится неустойчивой . За счет участков 

,.()тображени.я II и II' отображающая точка возвращается в область 
:вблизи тоЧJш М. При небольшом х0 участок I отображения можно ап
~проксимировать следующей формулой: 

(2) 

1·де z - четное число (в наиболее типичном случае Z= 2). Момент пе
рехода соответствует е=О. При достаточно малых е отображающая 
точка длительное время будет находиться вблизи точки М, т. е. дви
жение б_удет близким к периодическому («ламинарная>? фаза) .. Участ-

. Е < iJ ё> О 

Рис. 1. Вид точечного отображения вблизи перехода К' хаосу через пере
межаемость 

хи такого, движения будут. перемежаться короткими «тур'булентными» 
всплесками, соответствующими переходам в области отображения II, 
II' и обратно. 

С учетом внешнего шума отображение (2) можно записать в виде 

(3) 

rде (~)=О, <sпsт)=бпт· При 1е1, g, ax0z4::.1 уравнение (3) может быть 
заменено дифференциальным уравнением 

dx/dl= (e+axz) x+gs (t), (4) 

тде <~ (t))=O, <~(t)s(t'))=б(t-t'). 
Рассмотрим· для простоты случай полностью симметричного отоб

ражения, как это показано на рис. 1, и будем считать, что участки 
<>бмена отображающих точек между областями I" II и II' малы . Соот

. ветствующие условия малости имеют вид e+axoz, k(e+axoz )4;;:.1, где 
.k - тангенс угла наклона участков отображения II и II'. При этом 
участками обмена вблизи точек +хо в силу их малости можно просто 

-;Пренебречь, тогда как участок [-Ь, Ь] (см . рис. _ 1)· вблизи точки х=О 
необходимо учитывать ввиду нахождения в нем неподвижной точки 
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М*. (При стремлении Ь к нулю распределение вероятностей в точке
х=О получает особенность . ) 

В областях Ь~ lxl ~хо уравнению (4) можно сопоставить уравне
ние Фоккера-Планка без источника: 

дw д [ g2 д2w - = -- (e + axz)xwJ + ---. 
дt дх 2 дх2 

(5) 

Поскольку все точки, достигшие границы х0 , уходят· из р·ассматривае
мого интервала, то 

Стационарное решение уравнения (5), удовлетворяющее условиям 
(6), следующее : 

W(X)= ~еХр r~ (~ +~)J Xso ехр [-~ (~ +~)] dy, 
g2 g2 2 z + 2 g2 2 z + 2 

IX\ 
(7) 

g2 дw 
где G0 - значение потока вероятностей G = ---- -(е + axz)xw при 

2 дх 

lxl :;;..Ь. 
В области -Ь ~х~Ь в уравнение (5) следует добавить источник, 

вид которого можно вычислить. Однако ради простоты н силу мало
сти величины Ь этот источник можно считать постоянным и равным 
некоторой неизвестной величине R. Значение R определяется из усло
вий непрерывности плотности и потока вероятностей в точках х=О и· 
х = ± Ь. С учетом R уравнение (5) можно записать в виде 

а~,= _ аа + R. 
дt дх 

(8) 

Из условия дw/дх 1 х=о=О, вытекающего из симметрии плотности веро· 
ятностей при положительных и отрицательных значениях х; и выраже

ния для потока вероятностей G в стационарном случае находим 

G(x)=Rx при -Ь~х~Ь. (9)\ 

Полагая в (9) х=Ь, получаем связь между G0 и R ~ 

R=Go/b. ( 10~ 

С учетом (10) стационарное решение уравнения (8) в области lxl ~Ь •. 
удовлетворяющее условиям непрерывности в точке х==Ь, имеет вид 

20 [ 2х2 ( е axz ) ] { xJ: [ 2rf ( е w(x) = -0-ехр -- - +-- ехр --- - + 
g2 g'J. 2 z + 2 g2 2 

fJ 

ь 

+_!!:L) dy + -1 
Syexp [-~ (~ + ~)] dy} . 

z + 2 Ь g2 2 z + 2 
(11) 

х 

* Величина Ь определяется участками отображения II и. П' . Ее rеометрическиШ 
смысл виден из рис. 1. 
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Из условия нормировки находим 0 0- 1: 

Gi)1 = -4 { sx• ехр r~ (~ +~ )] хС ехр [-~ (~ + 
g2 g2 2 z + 2 J - g2 2 

о х 

ь 

+_!!IL__)] dydx +-1 r ехр [~ (~ + ~)] х 
z + 2 ь .\ g2 2 z + 2 

о 

ь 

r [ 2у
2 

( е ayz ) ] } х J (у-Ь) ехр - g;:- 2 +-;-+2 dydx . t 12) 
х 

В предельном случае g=O непосредственно из уравнений (5) и 
(8) имеем 

где 

w(x) = { G0/[(e + ar)lxl] 
00/[(е + axz) Ь] 

при Ь < lxl < Х0 , 

при О < 1х1 < Ь, 

001=_.:_[ln~--1-ln в + ахg +-1-(~)11z 1z]• 
е ь z е + аьz ь , а 

b(a/e)l/z 

fz = J dy/(l + if). 
о 

При z=2 /2 = arctg (Va/e ь), при z=4 

1 1 [ 1 1 + -.12 ь (а/е)' /, + Ь 2 ..,Гri7ё + 2 t У-2 ь (а/е)'/, ] 
4 = --- п arc g . 

4у2 l-Y2b(a/e)1/• + ь2Jfa/e 1 - ь2уа/е 

В предельном случае малых е /2--n/2, /4_. y2n/4. 

( 13)' 

(14} 

Графики функции w(x) при различных значениях параметров при
ведены на рис. 2. Как следует из результатов численного счета*, при 
g 2? gc2 (z) , где gc2"' I0-7 для z=2 и 10-s для z=4, распределение ве
роятностей практически перестает зависеть от g2• Кроме того, при g2? 
? 10- 1 оно почти одинаково для z=2 и z=4. 

В силу сделанного выше предположения о малости величины Ь 
по сравнению с х0, для вычисления средней длительности ламинарной 
фазы можно считать, что поток вероятности постоянен и равен 0 0• 

Тогда с учетом того, что отображающая точка находится в области х> 
>О с вероятностью 1/2, no аналогии с [9] можно записать 

-r=Go- 1/2. 

При g 2=0 и достаточно малых е из ( 15) и ( 14) получаем 

,;=/ z ( bal tz8(z- l)/z). 

( 15)" 

( 161, 

Отсюда видно, что при малых е величина 't......, е-< 1 - 1 12>. В частности, при
z=2 't"' е- 1 12 , что совпадает с результатами работы [8]. 

* Здесь и ниже приводятся Jрезультаты численного счета, полученные· 
Т . С . Ландой. 



Оценим зависимость -r от g 2 ·в Предельном случае в = О . .Полагая в 
(12) и= (2a/(z+2)g2) 1f<z+z>x, получим 

rгде 

'f = 2 ( Z ~ 2l 2/(z+2) g-2z/ (z+2) JЗ' ( 17) 

Uo Uo Ь0 Ь0 

В = J" ехр ( uz+2) S ехр ( - v2+2) dvdu + -f;-J ехр ( u2+2) J ( v- Ь0) х 
о и " о и 

70 

8 
; • 1 

Б 

2 

Х ехр (-vz+2) dvrfu, 

и - х ь -( 
2а ) 1/(z+2) 

О - (z--!-- 2) р2 О• v -

==(· . 2а )1 /<z+z> b . 
. (z + 2) g2 

. 

При g 2<<abz+z можно положить 
ио= оо и Ьо=оо . Тогда 

00 

13 === -
1
-· \ ехр (uz+2) \ v ёхр Х 

Ьо • • 
о и 

Следовательно, -r,....., g-Z(z-1)/(z+z>. 
Эта предельная зависимос.ть -r от 

-0,01 -Ь о Ь l . 0,07 

' Рис. 2. Зависимость w (x ) при а=ЗО, Хо= 
=0,01, е= 10-s, z=2, k=20, Ь= (k/2) (е+ 
+axo")x0 ~3· J0- 4: g 2=0 (1), J0-8 (2) и 
. . . 10- 1 (3)' 

g2 при в=О, z=2 также совпа- • 
дает с · результ.а.тами работы ·[8] , 
хотя последние при учете · шума 
получены не вполне корректно. , 

·численные расчеты, проведен
ные п.о форму!lам ( 12), ( 15) при 
а=30, Ь=3· 1О-4 , х0 =0,01 пока 

-зали, что з.ависимость -r от g2 при g2"? 10-в практически не ·зави 
· сит от в, а при g2'? 10- 6 - и от · z. Ее · вид продемонстрирован на рис. 3. 

Величину ляпуновского показателя для рассматриваемого отобра
жения можно· вычислить по формуле, анал:огичной приведенной в ра
боте [9] : 

S
~ ·. 1 

Л. = 2 w(x)ln( l +в+a(z+ 1)x2) ~ dx + 7 1п\k\. ( 18) 

о 

11ри g=O, в+a(z+1)x0z«1 с учетом (13), (15) получаем 

Л. = _1 [1 +z+ ln Xo(e +axg ) _bz (~а )1 /z /z+ ln\kl] . 
-. . Ь(е + аЬ2 ) 

( 19) 

Лри достаточно малых в, как следует из ( 19) и ( 16), величина Л. с ро
стом в нарастает пропорционально в< 1 - 1 1z> . Зависимости Л. от в при раз
~ичных значениях g2 и от g2 при в=О показаны на рис. 4. Еще раз от- ' 
метим, что в отличие от случая, рассмотренного в работе [9], внешний 
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шум дестабилизирует поведение · системы, существенно · увеличивая ля
ПуновскИИ Показатель. Это оfличйё--связан-6 ё ·тем, что при в"">О ото&
ражение в области I не имеет сжимающих участков, а при tВ<О шу.м. 

л- 704 2 
2 

lgT 8 

з 6 

------ lgЛ 

2 4 

2 2 

-8 -7 -6 -2 -7 о о 2 4 б 8 70 о 
lgg2 - 7 E-tfl' -2 

-2 
а .Q 

Рис. 3. ~ависимость . lg't' от lgg2 при • Рис. 4. Зависимость Л. от е при z=2, g 2= 
.а=30, х0 =0,01, . Ь=3·10-:4 : z=2 (1),. =0 (1), 10-s (2) 7 а; зависимость lg.Л. 9т 
·4 (2) ; штриховая линия - асимптоти- ' lg g 2 п~и е =' О , Z=2 -6 , 
· ческая зависимость lg 't' от lg g 2 при 

е=О -

·Забрасывает отоб.ражаюi.цую точку на раст_ягиваю~ие участки · отобра
{Кения. 
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