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космология В ТЕОРИИ ЭЙНШТЕЙНА4КАРТАНА. II. НЕКОТОРЫЕ 
ТОЧНЫЕ РЕШЕНИЯ 

В. А. Короткий, Ю. .Н. Обухов J 

(кафедра теоретической физики) 

Исследован класс космологических моделей со спинирующей жидкостью. Получе-
ны анизотропное обобщение модели де Ситтера с [кручением, обобщенные анизотроп-
ные модели с космологической постоянной и стационарная модель с вращением бе» 
нарушения причинности. 

В данной работе исследуется применение, модели спинирующей; 
жидкости в космологических задачах в рамках ТЭК- Наличие выделен-
ного направления, обусловленного спином^ с необходимостью приводит 
к рассмотрению анизотропных космологических моделей с вращением. 
Поэтому будем искать решение системы гравитационных уравнений 
ТЭК [1] в классе анизотропных метрик вида 

dS2= dt2—R2 (t) (dx2+ka2 (x) dy2)—r2 (t)dz2—2R{t) b (x)dydt. (1)' 

Эта метрика является естественным нестационарным обобщением 
семейства моделей с вращением типа Гёделя [2 ,3] . Нетрудно видеть, 
что метрика (1) характеризуется тензором вращения 

Ю а Р ^ Я б ' б ^ , , (2 ) 

тензором сдвига ;craf)=0ass—( 1/3) б/iap, где 

. (3) 

и расширением ; 

0 = 0 a « = 2 - § - + - L . (4) К г 
Как принято, движение среды рассматриваем в сопутствующих ко-

ординатах, т. е. вектор скорости = Метрика (1) интересна тем, 
что «сопутствующая» жидкость в ней имеет нетривиальное ускорение: 

и ^ ц и а = -ЬкЬ2
а , (5) 

тем самым, в силу доказанной в [1] теоремы спин жидкости не сохра-
няется'® отличие от рассматривавшихся ранее космологических моде-
лей. Из условия пространственной однородности модели имеем 

b ^ V o a , u = A e m x , (6) 

где о, A, m — постоянные параметры. 
Выберем ортонормированную гравитационную тетраду в виде 

Л§=.-1;.' = Н\ =Vka? + b* R; h\ =r; (7) 

Здесь и далее шляпка ставится над тетрадными индексами. 
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Очевидная выделенность координаты z в (1) приводит к естествен-
ному предположению, Что спин источника направлен по оси z, 

|A23=|xi3 = 0; fii2 = f x ( 0 -

«Это не нарушает однородности модели. Тогда из уравнений Эйнштей-
на—Картана получаем, что кручение имеет единственную компоненту 

(9) 

.Вычислим коэффициенты локальной лоренцевой связности для (1), 
(9): 

Г 2 — Г' — JL- Г3 — Т^В Г . 
Ь 6 4 1 Vk+T г ' • • 

г 5 - • г ' - = — — • ' n o v Х 11 1 22 R ' 33 г ' 2 2 R ' 

ш / а 1где введено обозначение М \ 
2 f k + о . 

Из уравнения движения жидкости [4] с учетом (8), (10) получаем 

H=const, р=ро/(Я2 /г) , ' (11) 

К а к следствие уравнений ТЭК для кручения, с учетом (11) имеем 

Q = f P l l = Q0-±-. (12) 

"Тогда система уравнений Эйнштейна для метрики (1) запишется так: 

Р ( R г \ R ' 2k + o Rr ШО. ' 2 

k + a { R г ) R2 k + a Rr R 

- m2 ( 4 M ' f f ) = х ( е - Л ) , " (13) 
4Да (k Ч- a) v ' v 

_ / * . + _ L + * L \ _ i t - Q ^ - x (p 4- Л), (14) 
ст \ i? г Rr) R R* . '' У ' 

R 'r a R* k — o Rr 2 JMQ__J№_ _q2== 

R r (A + a) Я2 ft + ст tfr R R* 

= - х ( р + Л), (15) 

2fe * + — — — Q2 — m 2 ( 3 g + 4fe> ^ - x (p + Л), (16) (fc + a) # (fe + a ) R2 4/?2(fe + a) 

— = 0 , (17) 
Л, U r J 

V Я ' Я3 Rr j / 4 / * + 
-Здееь Л — космологическая постоянная, 



Рассмотрим некоторые наиболее* интересные частные решения си-
стемы уравнений (13)—(18). ! 

1. При т = 0 условия совместности уравнений (14) — (16), (18) 
имеют вид 

А. 
R 

Rr R2 

Rr т R2 

Общее решение системы уравнений (19): 

Я = Д о ( ф 1 ) 2 / 3 ; /"=/*ОФ2/(ФО 

где функции ф1 и <р2" удовлетворяют системе уравнений 

(19) 

(20) 

ф! = - j «Фг; - 5 - у (йф!, 
Ч - -I -

5 = 1 . -

при 5 = —1 
...... фх Cj sin сotj +.c2cos Ы 

где с\, с% со>0 — произвольные константы.* 
Частным случаем (20) .является изотропное решение 
R=r=R0eat. 

(21) 

(22> 

(23> 

При этом кручение, плотность числа частиц, плотность энергии и дав-
ление будут, соответственно, 

*0 

-3 at-

3feco2 

Ро 

Rl 
-3at 

Ql p—6 at 

p + A = 

X (k -f cr) 

.. ЗАсо2 Ql 

(24) 

(25> 

x (&+ a) 
p—6 at 

xR° 

При Л = 0 уравнение состояния (25) с течением времени меняется, от 
р = е до р— —е. Точка t= —оо является сингулярной. 

: Решение (23) совпадает с решением де Ситтера с точностью до 
координатного преобразования. Данная модель представляет интерес 
в связи с рассмотрением дофридмановской эволюции ранней Вселен-
ной, которая, как предполагается [5—7]; должна содержать деситте-
ровскую стадию расширения. Отметим также интересные попытки по-
строения так называемой полной космологической модели [8]. Обоб-
щение модели де Ситтера в ТЭК ранее рассматривалось в [9] в рам-
ках теории стационарной Вселенной. Хотя формально у нас, как и в 
[9], эффективная плотность энергии и давление удовлетворяют вакуум-
ному уравнению состояния рЭфф + «Эфф = 0 (см. (25)), динамика физиче-
ских параметров материи существенно иная. Принципиально важным 
при этом является использование корректных уравнений движения спи-
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на, что позволило получить динамику кручения (24) и как следствие-
найти временную эволюцию давления и плотности энергии. Отсутствие-
динамики спина привело в [9] к нарушению закона сохранения энер-
гии, в то время как в данной модели е и р удовлетворяют обычному 
уравнению непрерывности M ^ V n 8 + ( e + p ) V ^ = 0 . 

Общий случай решения (20) интересен тем, что содержит анизо-
тропное обобщение модели де Ситтера. Для наглядности выпишем ти-
пичное анизотропное решение, положив в (20) и (21) ci = 0, S = l : 

sh ( со t 

R = R0( ch(-|-^U2/3 

(26) 

, 3 . \ \ 1/3 
ch | — a>t\ 

При t—> i t oo происходит «изотропизация» модели, которая асимптоти-
чески переходит в. деситтеровскую (23): r->R->ewt (параметр анизо-
тропии Я(/) = |3(i)/sh(3co/) |—>-0 при t -* ±оо) . Заметим, что масштабный 
фактор R нигде не обращается в нуль. Тем не менее решение (26) син-
гулярно, поскольку при t = 0 получим г = 0 (в отличие от (25)), и . 

Q 
4Q0 4р0 

Rfr l sh'2 (ЗсоО R y o sh2 (Зсо/) 

8 — Л' = - 3ka>2 

р 4 - Л = 

х (k + а) 

3/гсо2 

x f l ^ s h 2 (ЗсоО 
(27) 

4Qg 

Отметим, что кручение в рассматриваемом случае ( т = 0) не только 
не предотвращает сингулярность, но усугубляет ее, приводя к беско-
нечным значениям давления и плотности энергии. 

2. Случай т=0, ст=0, R¥=0 исследовался в_ [10—12], хотя в ряде 
работ (напр., [10]) некорректно допускались решения с несохраняю-
щимся спином. Из (5) —(6) при а = 0 имеем, однако, что ускорение 
равно нулю и, следовательно, спин сохраняется. 

В данном пункте мы ограничимся анализом особенностей решений, 
обусловленных ненулевой космологической постоянной. 

Введем переменную ф3 = ./?2/* и зададим уравнение состояния в виде 
р=уе. Тогда уравнения Эйнштейна (14) —(18) сводятся к одному: 

Ф ( 1 + 3 ? ) ф2 ( 7 - 1 ) 

Ф ф2 3 / ф6 2 
(28)-

где константа B = k/Q. 
При С 1 и произвольном Л решение (28) несингулярно, если: 

В<С~\/3. Отметим, что при положительном Л (как в метрике Гёделя) 
уравнение (28) описывает осциллирующую несингулярную космологи-
ческую модель. Например, при у = 0 
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Ш 2 _ с - / с « М З / 8 ) ( 3 - Д » ) Л 
(3/4) Л ( Ф т а х ) 3 / 2 = 

с + Г с 2 _ ( 3 / 8 ) ( З ^ В ! ) Л _ ) с2 (3/8) (3 — В 2 ) А . 
(3/4) Л 

При у = 1 кручение не влияет на динамику модели (см. (28)), которая 
определяется в этом случае величиной Л: • 

<р = Ф о ( с ^ + с 2 ) 1 / 3 , Л = 0 , 

<p = q> 0 (s in У З ю и - f c ) 1 / 3 , Л > О, 

Ф = Ф0 (ch У— 3xAi )1/3, Л < 0. 

Отрицательный космологический член, кар: и следовало ожидать, пре-
дотвращает сингулярность. • 

3. Наконец, (рассмотрим стационарные модели с вращением: г— 
— R = 0, т Ф 0 , о¥= 0. Сравнивая (14)—(15) с (16) (уравнения (17) — 
(18) удовлетворяются тождественно), найдем 

0= + (29) 
2 y r 0 ( f e + о ) 

Таким образом, угловая скорость жесткого вращения материи опреде-
ляется кручением (29), а следовательно, спином жидкости. 

Физические параметры материи имеют вид 

е = + + А, р = тЧк + а) - Л , , (30) 
хсг ха 

m (а + 2fe) / 0 1 Ч W> = — т Ч = = Г - (3D х у а (Й + ст) 

При Л = 0 формула (30) задает предельно жесткое уравнение состояг 
ния р = 8. 

В отсутствие спина и кручения из (29)—(30) имеем 

k /o= —1/2, е = 2Л (р = 0), (32) 
т. е. решение Гёделя [13]. Как известно, вселенная Гёделя содержит 
замкнутые времениподобные линии, поскольку из (32) £ < 0 '[3]. 

Однако в ТЭК в найденном решении на параметр k (как и а) огра-
ничений нет. Поэтому, полагая > • . 

(33) 

мы получаем вращающуюся космологическую модель без нарушения 
причинности. 

Таким образом, спинирующая жидкость в ТЭК является реалисти-
ческим источником, который позволяет построить космологические мо-
дели с вращением типа Гёделя без замкнутых времениподобных ли-
ний *. ' 

Итак, в данной статье рассмотрен класс космологических моделей 
в ТЭК с источником в виде опинирующей жидкости. Среди полученных 
решений — анизотропное обобщение модели де Ситтера с кручением, 
обобщенные анизотропные модели [10—12] с ненулевой космологиче* 

* После завершения работы нам стала известна статья [14] , в которой в рам-
ках другого подхода был, также получен указанный новый эффект кручения. 
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ской постоянной и стационарная модель с вращением без нарушения 
причинности. Проведенное исследование позволяет уточнить роль кру-
чения в космологии: оно может и устранять сингулярность (28), и уси-
ливать ее (26), (27); с другой стороны, наличие кручения может улуч-
шить причинную структуру пространства-времени. 
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О ЕДИНСТВЕННОСТИ РЕЛЯТИВИСТСКОГО ЦЕНТРА СИСТЕМЫ 
СОБЫТИЙ 

Н. П. Клепиков 

(кафедра теоретической физики) 

Условие выполнения обобщенного соотношения Осборна и правильной коммута-
ции коллективного времени с импульсом, энергией и коллективной координатой си-
стемы приводит к единственности ранее найденных выражений координат центра си-
стемы событий. 

Координаты центра R, Т системы N событий, имеющих координаты 
Та, ta и Происходящих С ЧаСТИЦаМИ, имеющими импульсы Ра И энергии 
Еа, были найдены в [1—3]. Они имеют вид (с=1) 

: - ^ ( т ^ г - ^ ) ) } ' • . < » 
N . 

T = ^ y i { P r a { E a - E * a ) + ta{E*CC a -Pp a )} , (2) 
М2 LA 

а—\ 
N N 

где Е = ^ Еа, Ра» М2 = £ 2 —Р 2 , а аа — неопределенные кон-
а=1 а—1 
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