
jBECTH. МОСК. УН-ТА. СЕР. 3, ФИЗИКА. АСТРОНОМИЯ. 1988. Т. 29, № 2 

:УДК 539.12.01 

ПАРАЛЛЕЛИЗУЕМОСТЬ МНОГООБРАЗИЯ СУПЕРСИММЕТРИЧНОЙ 

А-МОДЕЛИ КАК СЛЕДСТВИЕ СОХРАНЕНИЯ ТОКОВ 

В. В. Белокуров, М. 3. Иофа 

(НИИЯФ) 

Показано, что из условий сохранения токов в двумерной суперсимметричной а -
модели с членом Весса—Зумино следует параллелизуемость ее полевого многообразия. 

1. В настоящее время теория суперструн рассматривается как на-
иболее вероятный кандидат на роль непротиворечивой квантовой тео-
рии всех фундаментальных взаимодействий (см., напр., [1, 2]). 

Как известно, последовательная теория струны может быть сфор' 
мулирована только в пространстве-времени размерности большей, 
чем 4. Д л я установления соответствия с реальным 4-мерным простран-
ством-временем требуется, чтобы происходила компактификация лиш-
них измерений, масштаб которых определяется массой первых воз-
бужденных мод струны (порядка массы Планка) , а все поля, описыва-
ющие наблюдаемые взаимодействия, содержались бы в спектре ее 
•безмассовых мод. 

Таким образом, встает задача построения квантово-полевой теории 
безмассовых струнных мод, эффективно учитывающей в то же время 
их взаимодействие со всеми массивными модами [3]. Такой учет при-
водит к тому, что действие для свободной струны модифицируется и 
принимает вид действия нелинейной двумерной о-модели. Так, для 
•бозонной струны 

5 = £ (Рх ( g ^ g a b (<р) + Ьг^еаЬ ( ф ) } <Здсра
 dv(fb ( J ) 

(fx, v - 0 , 1; ^ v = = d i a g ( l , —1), e ^ v = — e01 = l) . 

Переменные фа(л:) отображают двумерную поверхность в некоторое 
пространство М с метрикой gab{y). Второе слагаемое, содержащее 
антисимметричный тензор еаь{Ф), имеет структуру члена Весса—Зу-
мино. 

Самосогласованность теории струны требует, чтобы соответствую-
щая а-модель была инвариантна относительно двумерных конформных 
преобразований. В свою» очередь это приводит к требованию равенства 
нулю всех (3-функций нелинейной а-модели [4]. 

р-Функции обращаются в нуль во всех порядках теории возмуще-
ний при определенном соотношении между слагаемыми действия (1). 
.Прежде чем сформулировать это условие, отметим, что еаь{Ф) можно 
рассматривать как потенциал для кручения Таьс многообразия М [5] : 
Tabc=gadTdbc=±Sa

bc, г д е 

S a b c = - ^ Ь д ^ е ь ф (2) 

Если Таьс есть связность, согласованная с метрикой gab: 

Таьс = ~ gad (dbgdc + d c g b d - ddgbc), (3) 
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то обобщенная связность при наличии кручения имеет вид 

fabc = Tabc-Tabc 

Обобщенный тензор кривизны Rabcd многообразия М равен 

Rabcd=:Rabcd+S7 cTabd—V dT а&с+ Т eadJe be—TeacTebd, (4) 

где Rabcd — обычный тензор кривизны, построенный ПО СВЯЗНОСТИ Гab:>, 
a V c — ковариантная производная, действующая на ковариантный и. 
контравариантный векторы соответственно следующим образом: 

V с Va = дс Va—Teca Ve, V c = де l / a + Tace Vе. 

Оператор V c отличается от V c заменой Таьс на Га
Ьс. Если обобщенный 

тензор кривизны Rabcd многообразия М обращается в нуль (такие 
многообразия называются параллелизуемыми), то р-функции соответ-
ствующей нелинейной а-модели равны нулю во всех порядках [5—7]. 

Нелинейная двумерная а-модель с параллелизуемым полевым мно-
гообразием эквивалентна теории свободного фермионного поля 
Аналогичный результат имеет место и для суперсимметричной ог-моде-
ли [9]. В этом случае в модели существуют сохраняющиеся векторный 
и аксиальный токи. 

Представляется интересным исследовать обратную связь. А имен-
но: определить условия, накладываемые на многообразие а-модели„ 
к которым приводит требование сохранения токов, В работе [10] пока-
зано, что из сохранения векторного и аксиального токов нелинейной бо~ 
зонной а-модели следует, что, как минимум, половина ее полевого мно-
гообразия параллелизуема. 

В настоящей работе мы докажем, что в действительности в этом 
случае оказывается параллелизуемым все многообразие и тот же са-
мый результат имеет место для суперсимметричной а-модели. 

2. Действие для двумерной суперсимметричной а-модели с членом 
Весса—Зумино может быть записано в виде [5] 

5 = I dh dzB (gab [Ф] + beab [Ф]) ПФа (1 + Ур) ЯФ*. (5> 

ф ° = ф2 + бЧ" + —— Fa— вещественное скалярное суперполе со зна-
чениями в произвольном римановом многообразии; 9 — двумерный 
майорановский спинор, компоненты которого антикоммутируют между 
собой и с компонентами г|); D = — Ц у р в ) ^ . Удобно выбрать 

То = <72, yi—iau Vp=YoVi=<73, 

тогда г|)а=—t8ap. Заметим также, что 

ВФаБФь=ВФьБФа, ПФаурОФь=—БФьурЭФа. 

Уравнение движения для суперполя Фа получается варьированием: 
S и имеет вид 

Ш)Ф с+Г сабЛФ а / )Ф ь—8 с
а ЬБФ ау рОФ ь = 0, (6> 

где Тсаь и Scab определены соотношениями (2) и (3), в которых вместо 
скалярных полей фа стоят суперполя Фа. 
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Предположим теперь, что существует набор преобразований супер-
полей, оставляющих инвариантным действие (5): 

6ФЯ=Л«(/).(Ф)6АЛ (7) 

Более точно, потребуем, чтобы первое слагаемое в лагранжиане не 
менялось, а второе могло меняться на полную производную. Это требо-
вание можно записать как условие для производных Ли: 

(3?Ag) ab=AcU)gab,c + Ac
U),agcb + Ac

U),bgac = 0; (8) 

Ь{&Ае)аь = даШь—дьШа- (9) 
Уравнение (8) означает, что Ла</) представляют собой векторы Киллин-
га полевого многообразия. (Определения и свойства используемых гео-
метрических понятий см., напр., в {11].) 

Сохраняющиеся токи, соответствующие преобразованиям (7), име-
ют вид 

/(/> =A(i)aD0a + BU)aypD0a + ypDNU), (10) 

где A{j)a=gabAb
U), Ba)a=beabAb

U)—xu)a и N(i) — произвольное кираль-
ное суперполе. Наличие третьего слагаемого в (10) отражает произвол 
в определении токов в двумерных теориях. Выражения yPJ(j) являются 
суперсимметричными аналогами аксиальных токов, соответствующих 
токам /(/). Сохранение токов /</> и налагаемое дополнительно условие 
сохранения аксиальных токов могут быть записаны как 

DJU) = 0; DypJ(i) = 0. (11) 

Пользуясь уравнением движения (6) и выделяя в каждом из урав-
нений ( И ) симметричную и антисимметричную части, придем к следу-
ющим соотношениям: 

V a A i n b + V b A a ) a = 0, ( 1 2 ) 

-у [daBU)b-dbBU)a] + AU)eSeab = 0, [(13) 

Va£(/)fc+Vb5(/)a=q, '(14) 

-L[daAU)b-dbAU)a]+ BU)eSe
ab = 0. (15) 

Уравнение (14) означает, что Вц)а также являются векторами Кил-
линга и поэтому линейно выражаются через Ац)а: 

B(i)a = fjiA{i)a. 

Так же, как и в бозонном случае [10], можно диагонализовать матри-
цу f,i и получить f } i = ± 8 j i . (Отметим, что при этом фиксируется значе-
ние Ь—1 в (5).) 

Замечая, что даАь—дьАа = VaAb—VbAa, получим 

V a i4(/)6±^(/)c5 c
a6 = 0. 

Таким образом, векторы Киллинга разбиваются на два класса, в 
одном из которых 

VaA(/)b = 0 

при выборе тензора кручения Тс
аь— +Sc

a&, а в другом — при Тс
аь — 
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=—Scab• Неоднозначность в выборе тензора кручения тесно связана 
с гомологической структурой полевого многообразия (см., напр., [5]). 

Точно так же, как это имело место в бозонной модели [10], векто-
ры Киллинга каждого класса образуют полный набор. Поэтому обра-
щение в нуль VaA{j)b в одном из классов и, как следствие этого, фор-
мула 

[Va, V б] A (j)c = RdcbaA (j)d = 0 

означают, что подмногообразие, связанное с векторами Киллинга дан-
ного класса, параллелизуемо. 

Покажем, что в действительности в этом случае параллелизуемо 
все многообразие М. Для этого достаточно убедиться, что в каждом из 
двух подмногообразий обобщенный тензор кривизны Rabcd, задаваемый 
формулой (4), фактически не содержит линейных по Таъс членов. 

Выберем один из классов векторов Ац)а, например тот, для кото-
рого Tabc = Sabc. Из условия (9) и определения Sa&c (2) следует, что 

(2'AS)abc = AdddSabc + SdbcAd,a + SadcAd,b + SabdAd,c = 0. 

Подставляя в последнее равенство соотношение даАй={—rd
ac+5d

ac)Ac 

и замечая, что 

VgSabc = deSabc—Г dae^dbc Г dbeSadc Г dceSabd, 

получим 

A<a)[VeTabc+TdacTdbc+TdebTdac+T*baTdec] = 0 . ( 1 6 ) 

В силу того что в каждом из классов векторы Киллинга образуют ба-
зис, выражение в скобках равно нулю. Отсюда следует, что тензор 
Rabcd не содержит линейных по кручению членов и из равенства его 
нулю на одном из двух подмногообразий вытекает равенство его нулю 
и на другом. 

Таким образом, условия сохранения токов (11) приводят к паралле-
лизуемости полевого многообразия нелинейной двумерной а-модели. 

3. Поскольку параллелизуемыми многообразиями, для которых 
в двумерии можно построить член Весса—Зумино, являются только 
(полу) простые группы, то это означает, что полевое многообразие су-
персимметричной a-модели, в которой выполняются условия (11), пред* 
ставляет собой групповое многообразие с координатами Фа{х, 0). 

Если g ( O a ) — элемент группы G, то можно ввести естественные 
лево- и правоинвариантные базисы в алгебре Ли группы G: 

Va=g-l-£rg = vaTi', 1 = uJTt, 

где Ti — генераторы алгебры Ли. 
Метрика на групповом многообразии задается выражением 

gab — Тг VaVb=Tv UaUb. 

При этом можно показать, что vl
a и и'а являются векторами Киллинга 

из определенных выше двух разных классов соответственно. 
На групповом многообразии в силу тождеств Якоби для структур-

ных констант комбинация Td
acTdbc+TdebTdac+TdbaTdec=:Q, поэтому из 

(16) следует, что ковариантная производная тензора кручения обраща-
ется В НУЛЬ: VeTa6o== 0. 
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РАСПРОСТРАНЕНИЕ БЕГУЩИХ ВОЛН В НЕОДНОРОДНОЙ 
ОСЦИЛЛИРУЮЩЕЙ СРЕДЕ 

А. С. Михайлов, Г. Расул (Афганистан) 

(кафедра физики низких температур) 

Рассматривается распространение бегущей волны в неоднородной активной авто-
колебательной среде. Показано, что на границе раздела двух областей, отличающихся 
частотами осцилляции, имеет место частичное отражение бегущей волны. 

Изучение различных процессов в активных средах, образованных 
из самовозбуждающихся нелинейных связанных осцилляторов, пред-
ставляет собой важную задачу современной теории самоорганизации. 
Как известно, в этих средах образуются волны, распространяющиеся 
но объему среды [1]. Классическим теперь уже примером такого яв-
ления служит распространение волн в реакции Велоусова—Жебатин-
ского [2, 3]. Аналогичные явления встречаются и в некоторых других 
областях естественных наук. 

Предметом настоящей работы является исследование распростра-
нения волн в неоднородной осциллирующей среде. Будем предпола-
гать, что движение — одномерное. Цепочку связанных самовозбужда-
ющихся осцилляторов можно описать обобщенным уравнением Гинз-
бурга—Ландау: 

= (1-HQ(a;))t]—(l + ici) |т] j2r] + (1+ ic2)Arj. (1) 
Функция Q(x) характеризует изменение собственной частоты малых 
колебаний осцилляторов при движении вдоль цепочки. Удобно опреде-
лить амплитуду и фазу колебаний осцилляторов, положив т) = ре'ф. 

Заметим, что уравнение (1) инвариантно относительно одновре-
менного изменения фаз Ф всех осцилляторов на одинаковую величину. 
Поэтому характерное время релаксации возмущений фазы будет тем 
больше, чем более плавным по координате х является это возмущение, 
Иными словами, для длинноволновых возмущений фазы характерные 
времена велики. 

С другой стороны, амплитуды р колебаний всегда затухают до 
установившегося значения за малое характерное время порядка 1. 
Таким образом, при рассмотрении плавных длинноволновых процессов 
в цепочке осцилляторов, даваемой уравнением (1), можно использо-
вать сокращенное описание в терминах фазовой переменной Ф(х, t), 
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