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ЭВОЛЮЦИЯ КОРРЕЛЯЦИОННОЙ МАТРИЦЫ МАГНИТНОГО поля 
В ОДНОРОДНОМ И ИЗОТРОПНОМ ПОЛЕ СКОРОСТИ 

Д. В. Семенов 

(кафедра теории вероятностей механико-математического факультета) 

Выведена система уравнений, описывающих эволюцию корреляционной матрицы 
магнитного поля в изотропном, но отражательно несимметричном поле скорости, и вы-
числены возмущения казанцевских собственных значений. Показано, что спиральность 
увеличивает казанцевские собственные значения. 

1. Рассмотрим уравнение эволюции магнитного поля 

- ^ - = vmAH + ro t [vxH] • (1) 

в . изотропном и однородном по пространству случайном поле скорости 
v.(£, х), 6-кор'релированном по В|ремени. Условие 6-коррелированности 
поля v формально можно записать в виде 

(Vi(t, x)vj(t, х/)> = 6(^П^/(х, х'), Ш = 0. 

Более реалистическая модель случайного поля скорости получится,, 
если предполагать, что v обновляется со временем обновления т, и уст-
ремить т к нулю. Формально это означает, что 

V (t, х) = v0 ([//т], х) Ут0/т , Ю = 0, 

т(Vi(t, x)v,(t, х')) = Vn(x, х', t), (2) 

где т0 — временной корреляционный масштаб моделируемого поля v. 
Будем рассматривать бездивергентные поля скорости divu = 0. При сде-
ланных предположениях (2) для моментов магнитного поля получаются 
замкнутые уравнения. 

Эволюция среднего магнитного поля описывается уравнением. 
Штеенбека, Краузе и Рэдлера: 

~ = (vm AH + rotaH, (3> 

где a— -^ -{v 0 - ro tv 0 ) — опиральность поля v. Эволюция корреля-

ционной матрицы поля 

Knit, х, x/)=(Hi(t, x)Hj(t, х')> 

в этой ситуации описывается системой из девяти уравнений, вывод ко-
торой можно найти в [1]: 

dtKif(x,x\t)= (vm + (Д* + Д*')К*/ + 
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+ a 8/km-T И / t o — T - + л ш — 7 - h \ dxk dxk ) дхп dxm 

+ v d*Kii dKin dVml dVin dKmi (4) 
mn дх'пдхт дхт дх'п дхт дхп 

где еikm=—ekim^&kmi, 8123=1. 
Уравнение (3) непосредственно решается преобразованием Фурье 

Н(х) =е£рх Н(р). Пусть v=vm+(т0/6)(о0
2>, тогда 

d t H = —vp2H (р) + tap X Н (р). (5) 
При фиксированном р спектр этого уравнения состоит из трех точек: 
—vp2, —vp2± | a p | , поэтому решения (5) растут не быстрее exp t j 
и спектр (3) есть ^ — оо, j . Это означает, что при аФО среднее 
поле имеет беспороговую по v генерацию. 

Проанализировать спектр уравнения (4) существенно сложнее. 
При дополнительном предположении отражательной симметричности 
поля и в отражательно-симметричных и изотропных решениях Кц сис-
тема (4) была исследована Казанцевым [2] и Новиковым, Рузмайки-
ным и Соколовым [4]. В этом случае первоначальная система редуци-
руется к одному уравнению для продольной корреляции поля Н, из-
вестному как уравнение Казанцева (типа Шрёдингера с леременной 
массой относительно одной пространственной переменной). Анализ это-
то уравнения показывает, что при v достаточно малых второй момент 
поля Н экспоненциально растет, а при больших v роста нет [3]. 

Настоящая статья посвящена выводу системы уравнений, описы-
вающих эволюцию Кц iB изотропных полях скорости со спиральностью 
в классе изотропных решений, и построению теории возмущений спект-
ра этой системы по малой спиральности. Основной результат состоит в 
том, что спиральность увеличивает положительные казанцевские соб-
ственные значения. 

2. Матрицу корреляций изотропного и однородного поля v 
-r(t>/(x)t;/(x/))= V t/(r), где r=x—х' , можно записать в виде 

^ 7 ( г ) = ^ ( | г | ) б , / + 5 ( ( г | ) е ш г , + С(|г|)(б17-г1-г //г2). (6) 

Ъездивергентность поля v приводит к соотношению 

И з определения функций F и В следует: 

F> = F ( 0 ) = - ^ { v l ) , В0 = В (0) = (v0• rot v0) = a . 
о b 

3. Предположим, что (Hi) — 0, тогда можно искать решения в изот-
ропном виде. 

Н бездивергентно, поэтому матрица Кц представима в виде, ана-
логичном (6): 



Функция k называется продольной корреляцией поля Н. Для k и h по-
лучаются замкнутые уравнения, которые можно получить, подставляя 
(7) в (4): 

dtk= (2v„, + F0-F) k" + ((2vm + F0-F) ± - F'^ k'-

—k (F" + + 4hr (—B')y 

dthr = {2vm + F,-F)(hrY + ((2vm + F0-F)-?--2F') h'r-

— (4F' + F'r) h + B0 (4k' + k'r)—В (rktt + Ak')—2k'rB' —k (B"r + 4B')- (8) 

Сделаем замену переменных h и k так, чтобы уравнения (8) не содер-
жали h' и k 

k=^Vrh/r2, h=<fm/r2
t b=(B—B0)Vm, 

где m=l/(2vm + F0—F). Система (8) имеет вид 

mdrf = (д2
г - ) Мр—(Ут д2

г-4=-—д?—\ у+4тЬу, \ г2 / \ у т г т J 

т ^ Ф = ( а г
2 - А ) ( Ф - # ) . (9) 

Если Ь = О, то первое уравнение превращается в уравнение Казанцева,, 
а (второе описывает эволюцию магнитной спиральности поля Н. В этом 
случае <р, а следовательно, и h стремятся к нулю при t-*-oo. 

4. Чтобы найти спектр системы (9), будем решать задачу на соб-
ственные значения: 

MJM»-
Сделаем еще одну замену, чтобы привести систему к гамильтонову 
виду: х=Ф—tyfr- Получим 

(mX+u— 4b2m+~ —Abm \ АЛ 

" ,) Н(?)- <•<» 
тХЬ m% + —J\xJ Через и обозначена функция У^тд2—\=г——д2—. 

у т г т 
5. Чтобы исследовать спектр системы (10), предположим, что F, F\ 

F"—>0 прм г—>-оо, тогда при г-^оо выполнено и->0, Ь->6«>, т-ъ-гпоо, 

Х^Ьсо X ) 

Soo имеет спектр (X—2b2
v,±:2bo0 — X). Если и Я<62«,, 

то Spectr Soo-cO, и поэтому ф и / остаются ограниченными ори г—>-оо. 
Следовательно, 
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Поэтому спектр системы включает множество (—oo tb%], bw = a/2v. 
Равенство bio — 2a2/4v (ср. п. 1) выражает тот простой факт, что для 
.любой случайной величины £ 

6. Систему (10) при sup 161->0 можно (рассматривать как возму-
щение уравнения Казанцева. Если уравнение Казанцева имеет соб-
ственное значение Xk>0, которому соответствует собственная функция 

то система (10) имеет собственное значение к, которому соответ-
ствует функция ( м . Разложим Я, « в ряд по sup\b\ : 

X / \ Х 

Первый порядок теории возмущений дает 

^1=0, 

dhi— (rn%k + ~ j ix = mkkb^k. 

Во втором порядке теории возмущений 

К=Л\ &фп + bmlx %dr/||tfe Vm\\2. 

7. Докажем, что при s u p | 6 j > 0 : 

jj mtyib2 + bmx^kdr = jj m (qkb + Xi)a~ § ™ + y j у,л. 

Покажем, что — ^ m (i|ikb + %j) ixdr > 0: 

d2Xi — (mh + mkkb\pk х Л х т %i = rn-Klx (Hfe + Xi)> 

I Xi^2Xi— X? == - I W 2 + j f t d r < 0. 

Так как то ^ m + Xx > 0. Следовательно, A,2>0. В про-
цессе доказательства получена оценка 

] т^ЬЧу 
Я < 4 _ ° . 

ОО 
J tn%dy 
о 

Таким образом, ненулевая функция b приводит при малом sup |b | к 
увеличению казанцевских собственных значений системы. Это возмож-
но и тогда, когда спиральность а = В0 равна нулю. Спектр системы (6) 
не исследован в лп. 6 и 7 полностью, поскольку при ЬфО могут по-
являться неказанцевские собственные значения, например комплексные, 

так как система (6) несамосопряженная, однако существование таких 
собственных значений не доказано. 
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ВЗАИМОДЕЙСТВИЕ НУЛЕВЫХ ФЕРМИОННЫХ МОД С ВЕЩЕСТВОМ 

К. А. Свешников 

(кафедра квантовой теории и физики высоких энергий) 

Рассматривается влияние нулевых фермионных мод и связанного с ними явкеяяя 
фракционализации (дробности) фермионного заряда в поле топологического союгона 
«а динамику системы. 

Если динамика существенно нелинейной квантовой системы приво-
дит к появлению топологически нетривиального классического поля, то 
такая составляющая может существенно изменить не только свойства 
основного состояния, но и всю картину процессов взаимодействий в 
системе. Реально существующим физическим явлением с подобными 
свойствами может оказаться появление дробного заряда у системы 
фермионов в поле топологического солитона [1], что имеет эксперимен-
тальное подтверждение в физике конденсированного состояния [2]. Не 
вдаваясь в конкретные детали, необходимые для анализа эксперимен-
тальной ситуации, мы рассмотрим квантово-полевую модель Джекиве— 
Ребби [1], содержащую все характерные черты «фракционализации» 
и связанных с ней явлений. Конкретно мы рассмотрим, как меняются 
процессы взаимодействия в системе при наличии таких зарядов и к 
каким наблюдаемым эффектам это может приводить. 

Модель [1] есть двумерная система взаимодействующих по Юкаве 
нелинейного бозонного и фермионного полей, описываемая лагранжиа-
ном 

X — параметр разложения, g=XG, G~0(Х°), ненулевые перестановоч-
ные соотношения — [ф(*, t), dtq>(x', £)]_ = 1б>(л:—х'), 0» ФЧ-*'» 

i ) ] + = 6 (х—х'), и уравнениями движения 

В классическом 0(Х~1) приближении в уравнении (2а) можно пренеб-
речь слагаемым g^ip и при соответствующем самодействии У(<р) у бо-
зонного поля появляется классическая составляющая в виде топологи-
ческого кинка или солитона 

Поступила в редакцию 
19.12.86 

(1) 

• < p + c / ' ( < p ) + m = o . -

(id—gq>)xp = 0. 

(2 a) 

(26) 

фсол (X, t) = (1/Я) U ((x—VtVVl—V*). (3) 
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