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ВЗАИМОДЕЙСТВИЕ НУЛЕВЫХ ФЕРМИОННЫХ МОД С ВЕЩЕСТВОМ 

К. А. Свешников 

(кафедра квантовой теории и физики высоких энергий) 

Рассматривается влияние нулевых фермионных мод и связанного с ними явкеяяя 
фракционализации (дробности) фермионного заряда в поле топологического союгона 
«а динамику системы. 

Если динамика существенно нелинейной квантовой системы приво-
дит к появлению топологически нетривиального классического поля, то 
такая составляющая может существенно изменить не только свойства 
основного состояния, но и всю картину процессов взаимодействий в 
системе. Реально существующим физическим явлением с подобными 
свойствами может оказаться появление дробного заряда у системы 
фермионов в поле топологического солитона [1], что имеет эксперимен-
тальное подтверждение в физике конденсированного состояния [2]. Не 
вдаваясь в конкретные детали, необходимые для анализа эксперимен-
тальной ситуации, мы рассмотрим квантово-полевую модель Джекиве— 
Ребби [1], содержащую все характерные черты «фракционализации» 
и связанных с ней явлений. Конкретно мы рассмотрим, как меняются 
процессы взаимодействия в системе при наличии таких зарядов и к 
каким наблюдаемым эффектам это может приводить. 

Модель [1] есть двумерная система взаимодействующих по Юкаве 
нелинейного бозонного и фермионного полей, описываемая лагранжиа-
ном 

X — параметр разложения, g=XG, G~0(Х°), ненулевые перестановоч-
ные соотношения — [ф(*, t), dtq>(x', £)]_ = 1б>(л:—х'), 0» ФЧ-*'» 

i ) ] + = 6 (х—х'), и уравнениями движения 

В классическом 0(Х~1) приближении в уравнении (2а) можно пренеб-
речь слагаемым g^ip и при соответствующем самодействии У(<р) у бо-
зонного поля появляется классическая составляющая в виде топологи-
ческого кинка или солитона 
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(1) 

• < p + c / ' ( < p ) + m = o . -

(id—gq>)xp = 0. 

(2 a) 

(26) 

фсол (X, t) = (1/Я) U ((x—VtVVl—V*). (3) 
7-



С минимальной потерей общности будем считать, что 

" Ы = -"(—</), ы(±°°)= ±а, Ga>0. (4)г 
Уравнение (26) для первого квантового О (Я0) приближения становит-
ся двумерным уравнением Дирака во внешнем с-числовом потенциале 
и в системе центра масс имеет вид 

(—iadx+Gu(x)$)q. (5) 

Используемая далее явная реализация матриц Дирака есть а=02 ? 
{3=i(ji. При этом зарядовое сопряжение фермионного поля осуществля-
ется матрицей аз:'ф->-'фс = Сд|;т=Су0'ф1*=: сгз'ф*. Специфика модели со-
стоит .в том, что в силу топологически нетривиальных граничных усло-
вий (4), налагаемых на потенциал, уравнение (5) имеет изолированное 
нормируемое з а р я д ов оси мм ет р ич н о е решение с нулевой частотой (нуле-
вую моду) 

(6> 
f (х) = const. exp | — G J dyu (у)J const • exp (— Ga ]x|). 

о 
(Если GaC0, то такая мода имеет ненулевую нижнюю компоненту * 
^ exp ^ + G ^ dyu (у) j и является зарядовоантисимметричной.) 

о 
В пренебрежении эффектами взаимодействия порядка О (К) и выше 

в системе центра масс гейзенберговы поля представляются в виде 

V (X ,0 = JL и ( * ) + £ ] (2(of)~1/2 pf (х) ctf + к. е.), 
су> О 

Ч> (х, t) - Zi|)0 (х) + £ (х) bt + eiVl* ijV (x) dt), 
vt>0 

где [ahaf>]- = 6ff>, [bh bt]+=[di, dt]+ = &w, [Z, Z+]+= 1. 
Энергия и заряд системы в этом приближении 

Я - МСОя + £ (Ofafcif + £ V! ( b f b i + dtd{), 
f i 

17+7 7 7+MO i V /h+h Л+, 

(7> 

Q = (Z+Z - ZZ+)/2 + £ (bibi - dTdi), 
(8> 

Из (8) непосредственно следует, что основное состояние в солитонном 
секторе двукратно вырождено по энергии и имеет полуцелый фермион-
ный заряд ±1/2 («фракционализация»). При этом а) плотность полу-
целого заряда солитона ~f 2 (x ) , т. е. он локализован в области 
~ (Ga) -1 в окрестности центра масс солитона; б) числа ±1/2 — соб-
ственные значения этого локализованного заряда [3]. 

Тот факт, что существуют два основных солитонных состояния с 
одинаковой энергией и зарядом ±1/2, приводит к появлению весьма 
интересных процессов взаимодействия солитона с фермионами и бозо-
нами. Это взаимодействие описывается теми слагаемыми порядка Я и 
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выше в гамильтониане системы, которые содержат операторы нулевых 
мод Z и Z+. Поскольку Z и Z+ — операторы, перепутывающие солитон-
ные состояния с зарядами разных знаков, то возникает специфическое 
взаимодействие с переносом фермионного числа ± 1 от солитона к 
квантам полей и наоборот, не имеющее аналога в вакуумном секторе. 
В то время как эффект фракционализации есть эффект нулевого по-
рядка по Я, в первом порядке возникают процессы следующего вида: 

где волнистая линия соответствует бозону, сплошная — солитОну, пунк-
тир — фермиону. В гамильтониане взаимодействия этим дйаграммам! 
соответствует слагаемое 

Н1 = £ lz+ фг ( л & f)ai + A п 4)~ 
If 

- d t (A (Г, j)af + A (Г, П 4 ) ) + к. е.], (10) 

= ( / ->Г, о, Pf~>Pf)- (П> 

Процессы (9) — это типичный пример «солитонного катализа» [4]. 
Роль классического объекта (3) в них состоит как в том, что он несет 
на себе полуцелый заряд, что в конечном счете связано с его протя-
женностью, так и в том, что он переносит энергию-импульс, т. е. обла-
дает свойствами частицы. Именно за счет последнего обстоятельства в 
диаграммах (9) фермионы и бозоны при любых массах могут нахо-
диться на массовых оболочках без противоречия с кинематикой. 

. В следующем порядке Я2 диаграммы (9) приводят к процессам с 
излучением виртуальных квантов при рассеянии бозонов и фермионов. 
на солитоне 



чи к вакуумной петле 

/ 
(12) 

Кроме того, в этом порядке начинает проявляться специфическое взаи-
модействие квантованных компонент полей, обусловленное квантовыми 
флуктуациями положения центра масс солитона [5]. Это взаимодей-
ствие (точнее, та часть, в которой участвуют операторы Z, Z+) описы-
вается оператором 

±- [Z+, Z]_ • ^ l£gl. (dfdv-bfbr) + 

+ gigi'hdi' + gigrdtbt], (13 

где gi — u (o/Wc) V/ \ , и приводит к новым процессам рас-
сеяния фермионов или рождения — аннигиляции фермионной пары на 
солитоне без обмена промежуточным бозо>ном (На) и, соответственно, 
к флуктуациям вакуума за счет фермионной петли (146). 

О (щ 

Процессы (9) —(14) приводят прежде всего к нетривиальному од-
нопетлевому вкладу в плотность фермионного заряда солитонного сек-
тора Р ( * ) = = — | / Ф + ( % ) , ^(A;)]_. Поляризация вакуума за счет виртуаль-
ных процессов имеет классический пример в квантовой электродина-
мике. Здесь, однако, в промежуточных состояниях оказываются разные 
объекты, а не пара частица—античастица, в результате чего виртуаль-
ные-процессы могут приводить к качественным изменениям в характере 
распределения фермионного числа. Так, для затравочного состояния 
a f | + 1/2) результирующее изменение в плотности есть диагональный 
элемент матрицы 

Apfr (x)=-qt% ( * ) £ / ( / , П А (Г, Г) (а>,-vi-ЮГ1 (со/—v/ + f'0)-1 + 
Г 

+ £ Л ( / , /*) {(x>f—vi—iOrl (х)£Л (/',/') (a)f—vi + i 0 ) - l 4 f ) ( x ) -
l V 

- 4 ^ 0 (X) [6 f r £ \A(l,s) |2 (<of + Vt)-2 (1 + 6 fs)-2 + 
'is 
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+ (1 + fiff)"2 £ А (I, П А (Г, Г) (Ш,< + V,)-1 (CD, + V;)-1] + 
I 

-f 4 £ [6 f r £ (1 + 6fs)~2 Л (/, s) A (/', s*) К + vtrl К + v/'Г1 + 
IV s 

+ (1 + v r 2 Л (I, f ) A (!', n ( ® r + v , ) - 1 (Ю,+VI')-11 (*) (*)• 
(16) 

Выражение (15) есть сумма вкладов от прямой и перекрестной диаг-
рамм (12а) и петли (12в). Члены с г|зо+фо(х) соответствуют промежу-

точному солитонному состоянию с зарядом —1/2, члены с % (х) X 

X tyi^C*)— фермионному с зарядом +1. Легко видеть, что в соответ-
ствии с законом сохранения заряда для каждого из процессов в (15) 
по отдельности вклад в полный заряд равен нулю. Однако плотность 
фермионов может измениться существенным образом. Основную .роль 
в этом играют полюсные члены в процессе (12а), которые соответ-
ствуют излучению и поглощению реального, фермиона. Их вклад в диа-
гональный матричный элемент Apff(x) в пересчете на одну частицу на 
отрезке длиной L есть 

Ар/ (х) = - ( х ) а > , | / П1 £ 6(Uf-vt) | А (Г, /) |2 + 
Г 

+ 2n3L~11 у 6 (со,-V,) А (/, П ^ (х) I2. (16) I jC-S«Si I I 

To обстоятельство, что энергетические 6-функции ,в (16) соответ-
ствуют прямому переходу фермион—бозон, обусловлено тем, что в рас-
сматриваемой модели (1) масса солитона есть 0(Х~2), поэтому изме-
нение .кинетической энергии солитона при обмене импульсами с части-
цами в (Процессе (12а) есть величина О (А2) и из одно-петлевого- приб-
лижения выпадает. Она, однако, может играть решающую роль, если 
условие 03f=vi физически неприемлемо. Если условие co/=Vi выполня-
ется и промежуточный фермион попадает в непрерывный спектр, то 
второе слагаемое в (16) дает нелокальный вклад в плотность заряда 
за счет осциллирующей асимптотики (х) при »-оо в непрерыв-
ном спектре. Первое слагаемое в (16) и все остальные слагаемые в 
(15) будут на пространственной бесконечности убывать, поскольку 
матричные элементы (11) за счет асимптотики фоМ (8) будут глад-
кими функциями импульсов f и I без особенностей на действительной 
оси. Таким образом, за счет индуцированных солитоном фермион-бо-
зонных переходов в затравочном бозонном состоянии а,+ | + 1/2> возни-
кает пространственная модуляция плотности фермионного заряда. 
При этом на достаточно больших расстояниях от солитона будет про-
являться только наличие промежуточного фермиона с зарядом +1. 

Для затравочного фермионного состояния bi+\ —1/2) аналогичное 
рассмотрение приводит к следующему результату в полюсном прибли-
жении: 

Дрг(*) = 2 я 2 ^ 0 ( ^ | / n ! £ 6 ( © r - v , ) \ A ( l \ f ) I 2 -7 
и 



£ б (v;—vs) Vs+) (X) £ 6(v,-4Df) Л (s\ /) Л (/, n+к. C.] -
S } 

В этом случае плотность меняется за счет промежуточных нейтраль-
ного бозонного и солитонного с зарядом +1/2 состояний в процессе 
(126) и прямого перехода фермион—фермион (14а). Как для диаграм-
мы (126), так и для (14а) по отдельности интеграл по dx от (17) ра-
вен нулю. Плотность же фермионного числа меняется во всем прост-
ранстве, причем с интерференцией между различными фермионнымк 
состояниями. 

Таким образом, для модуляции плотности фермионного числа в; 
модели (1) основной вклад дают прямые процессы (12а, б) с реальны-
ми промежуточными частицами. Если рассматривать только их и опус-
тить двукратное вырождение по импульсу в непрерывном спектре, то 
мы придем к модельному гамильтониану в виде суммы парциальных; 
гамильтонианов вида 

*мод-(= (ш+а + vb+b + XZ+ba+ + X*b+aZ. (18> 

В этом случае задача решается точно (п — число заполнения бозон-
ного состояния): 

e± = con + (co + v)/2±[((o—v)2/4+ \Х\8 (п + I)]1/2, (19> 

|4£> = ч £ | + 1/2,0) + j £ | - 1 / 2 , 1>, |1) = 6 + | 0> , |0) = 6 ! 1), 

1п=Сп |Л>, ф„=—Ясп[со(м+ 1) — 8n]_1 V " + 1 |« + 1>, 

I ся\ = [1 + \Х\2 (п + 1)/(G) (п + 
При л->оо система (18) становится явно суперсимметричной: 

.(on±\X\Vn, n + 1 , 0 ) + е± 

+ 
п'—Ь l)W2 

В этом пределе, задав при /==0 исходное состояние в виде бозонного-
Фл-(0) = | л+1 , +1/2, 0), мы будем наблюдать переходы в фермионное-
состояние | пу —1/2, 1) с вероятностью sin2 ( | X | l/a t). Частота переходов 
определяется произведением |А| - Уп и для сколь угодно малой констан-
ты связи X может заметно отличаться от нуля за счет числа заполнения 
бозонного состояния. Среднее значение числа фермионов в этом состоя-
нии ведет себя со временем к а к ^ ) = ( ф п ( 0 \b~̂ b\ O„(0) = s i n 2 (IM V n t } 
с дисперсией 2) (q) = sin® (| % \ "\/nt) cos2 ( | X | Уп t). 

То, что в модели (1) нулевые моды ферми-поля обусловливают 
динамическую суперсимметрию, отмечалось в работах [6] на основе 
прямого построения супералгебры и при рассмотрении классических 
грассмановых составляющих фермионного поля. Наше рассмотрение 
показывает, что появление суперсимметричных мультиплетов есть пря-
мое следствие наличия специфических процессов в динамике взаимо-
действия нулевых мод с веществом. Точная суперсимметрия возможна 

12-



только как предел фермион-бозонных ооцилляций. Но модуляция плот-
ности распределения фермионного числа за счет этих ооцилляций, как 
следует из (16) и (17), может приводить к наблюдаемым эффектам. 
Анализ соответствующей экспериментальной ситуации будет рассмот-
рен отдельно. 
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ТРАНСФОРМАЦИЯ ЭЛЕКТРОМАГНИТНОЙ ВОЛНЫ В НАЧИНАЮЩЕЙ 

ДВИГАТЬСЯ ИЛИ ОСТАНАВЛИВАЮЩЕЙСЯ СРЕДЕ 

В. А. Давыдов 

(кафедра квантовой теории и физики высоких энергий) 
Рассмотрена трансформация электромагнитной волны в движущейся среде, ско-

рость которой быстро меняется во времени. Для случаев стартующей и останавливаю-
щейся сред получены выражения для угла поворота плоскости поляризации и плотно-
сти энергии трансформированных волн. 

Распространению электромагнитных волн в движущихся средах пос-
вящено огромное число работ (см. [1] и цитированную там литерату-
ру). В подавляющем большинстве в них рассматриваются распростра-
нение волн в равномерно движущихся однородных средах, трансформа-
ция волн на различного вида разрывах скорости и (в относительно не-
большом числе) волновые процессы в средах, скорость которых явля-
ется некоторой заданной функцией координат. 

При этом практически неисследованными остаются вопросы, свя-
занные с распространением волн в неравномерно движущихся средах, 
скорость которых зависит от времени. Вместе с, тем неравномерность 
движения среды приводит к существенному изменению частотных, энер-
гетических и поляризационных характеристик электромагнитных волн 
в этой среде, причем такое изменение имеет место уже в простейшем 

случае быстрого старта или остановки однородной среды без дисперсии. 
Трансформация волн в этом случае и исследуется ниже, 

Рассмотрим вначале случай стартующей среды. Пусть в первона-
чально покоящейся среде с диэлектрической проницаемостью е (маг-
нитную проницаемость р, положим равной единице) распространяется 
электромагнитная волна вида B0exp(i(kr— \at)) , где В0 — амплитуда 
магнитной индукции. Пусть теперь в момент времени t=0 среда, бла-
годаря внешнему воздействию, начала двигаться со скоростью V. На-
правим ось z системы координат вдоль V, При старте среды произой-
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