
•полных плотностей энергии в случае старта и остановки медленно дви 
жущейся среды: 

где W0 — плотность энергии волны до изменения скорости среды, знак 
«плюс» соответствует старту среды, знак «минус» — ее остановке. Та-
ким образом в случае старта среды энергия воз,растает, если проекция 
волнового вектора к на направление скорости положительна (среда как 
'бы «подталкивает» волну), и убывает, если проекция отрицательна. 
Обратная ситуация получается в случае остановки среды. 

В заключение отметим, что излучение, обусловленное неоднород-
ным и неравномерным медленным движением среды, рассматривалось 
в [4], а излучение неподвижного заряда при старте и остановке среды 
•(в случае произвольной скорости движения) — в [5]. 

Обсудим пределы применимости полученных выражений. Измене-
ние скорости среды требует для своего осуществления конечного вре-
мени. Однако само по себе это обстоятельство вовсе не означает, что 
мы не можем рассматривать мгновенное изменение скорости. А именно: 
если характерное время ускорения среды много меньше периода элект-
ромагнитной волны, а характерный размер области, где среда ускоря-
ется, много больше длины волны, то выражения для характеристик 
трансформированных волн зависят только от начального и конечного 
значений скорости среды и не зависят от деталей перехода [6]. При 
выполнении этих условий можно пользоваться приближением мгновен-
ного ускорения, которое применяется в данной работе. 
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СТРУКТУРНАЯ УСТОЙЧИВОСТЬ КОСМОЛОГИЧЕСКИХ МОДЕЛЕЙ 

В ТЕОРИИ ЭЙНШТЕЙНА—КАРТАНА 

И. С. Нургалиев, О. Б. Пискарева 

(кафедра теоретической физики) 
Исследуется структурная устойчивость космологических моделей Фридмана в 

теории Эйнштейна—Картана по отношению к изменениям космологического А-члена 
и пространственной кривизны. Рассматриваются случаи как консервативных систем, так 
и неконсервативных (при учете вязкости). 

Теория Эйнштейна—Картана (ТЭК) позволила решить ряд важ-
ных проблем стандартной ОТО и ее космологических приложений, та-
ких как построение несингулярной модели, построение «полного» космо-
логического сценария, доказательство смены сжатия расширением в 
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последних этапах коллапса островной сферически-симметричной конфи-
гурации, описание генерации первичных возмущений полем кручения 
J1, 2]. В данной работе обсуждается проблема структурной устойчи-
вости Вселенной в рамках ТЭК. 

Рассмотрим случай однородных изотропных космологических мо-
делей Фридмана с метрикой Робертсона—Уокера 

ds2 = dt2—R2 (t) [dr2/(l—кг2)Ц-г2 (сЮ2 4- sin2 вс£ф2)]. (1) 
.Источник гравитационного поля выберем в виде идеальной спинирую-
щей жйдкости Вейсенхоффа [3]. Тогда учет кручения и уравнений дви-
жения спина приводит к следующей системе уравнений ТЭК для мет-
рики (1): 

е—А/ф= — A+3k/R2 + 3R2/R2, ; (2) 

p—A/Re=A—2R/R—R/R2—k/R2+2aR/R, (3)' 

где R — масштабный фактор, е — плотность энергии, р •— давление, 
k — 0, +1 , —1 — соответственно для пространственно плоской, замкну-
той и открытой Вселенной, Л — космологическая константа, а — коэф-
фициент объемной вязкости (сдвиговая вязкость в силу изотропности 
моделей не учитывается), Л=х250

2/?06/4, 50 , Ro — параметры нынешней 
Вселенной. Будем пользоваться системой единиц: с—1, и = 8 n G / c 4 — l . 

Используя уравнение состояния р=уе , O ^ Y ^ I . сводим уравнения 
(2) и (3) к уравнению колебаний 

x—ak—D2AxlS + D (D— 1) kxx~2/D—D (3—D) Axx~b'D\3 = 0, (4) 

где x=R°m, D=3(l + y) /2. 
Уравнение (4) в фазовом пространстве (х, х) преобразуется к ди-

намической системе 
х=У, 

у —D2 Ах1Ъ + ay—D (D— 1) kxl~2/D + D ( 3 - D ) Axl~s/Dl3. (5) 

Для частных случаев излучения (D=2) и пыли (/)== 3/2) динамическая 
система имеет вид соответственно: 

D = 2 : x = y t 

у = 4Лл:/3 + ay— 2k + 2Ах~2/3; - > (6) 

D = 3/2: х = у , 

у — ЗЛх/4 + ау—З&лТ1/3/4 + ЗЛлГ"3/4. (7) 

Исследуем системы (6) и (7) с точки зрения их структурной устой-
чивости по отношению к изменениям" Л-члена и пространственной кри-
визны с помощью методов качественного анализа динамических систем 
[4, 5]. 

Понятие структурной устойчивости было впервые введено в теории 
дифференциальных уравнений Андроновым и Понтрягиным в 1937 г. и 
привело к общему понятию структурно устойчивых динамических сис-
тем, для которых допускаются малые возмущения параметров рассмат-
риваемых дифференциальных уравнений и требуется топологическая 
инвариантность фазовых портретов. Проблема структурной устойчиво-
сти изотропных моделей Вселенной в рамках ОТО рассматривалась в 
[6]. 
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Система (5) с коэффициентом вязкости а = 0 имеет гамильтониан" 

Н (х, у) - —у*12 + D2AJC2/6—D2kx2~VD/2—DMx2_6/Z)/6. 

Фазовые кривые этого гамильтонианаЧ # ( * , у) —const соответствуюг 
первым интегралам системы (5) с а = 0 : 

у2! 2 + (—DaAx2/6 + D2kx2~2/D/ 2 + DMx2~6/z?/6) = С. 

Изобразим на фазовой плоскости решения системы в случае плос-
кой Вселенной (& = 0) (рис. 1). Для Л > 0 (см. рис. 1, а): 

х=У, 

! ш y = D2Ax/3 + D (3-D) Axl~6/D/3\ 

излучение (D—2) : y2J2~C+2Ax2j3—2Ллг1/3, 
пыль (£> = 3/2): у212 = С+ ЗАх2/8—ЗЛлг2/8. 
Для Л = 0 (см. рис. 1, б): 

y = D (3—D) Axl~b/D/3; 

излучение (D=2 ) : у2/2=С—2Ах~ЧЗ, 
пыль (D = 3/2): у2/2 = С>—ЗАхг2/8. 
Для Л < 0 (см. рис. 1, в): 

х=у, 

y=—D*\A\x/3 + D(3—D)Axl-6JDl3-, 

излучение (D = 2): у2/2 = С—21Л | х2/3—2Ах~1 /3, 
пыль (£> = 3/2) : у212 = С—31Л ] x2/8—3Ax~2j8. 

Рис. 1 

Из рис. 1 можно видеть, что в случае плоской Вселенной измене-
ние по величине космологической константы Л вызывает качественные 
изменения в структуре фазовой плоскости. Таким образом, значение 
Л = 0 является бифуркационным значением параметра. Приходим к вы-
воду, что космологические модели обладают структурной неустойчи-
востью вблизи нулевого значения Л-члена относительно его малых ва-
риаций. 
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Рассмотрим эффекты кривизны. Для Л ^ О фазовые портреты, как-
легко проверить, не отличаются от плоских моделей. Для закрытой 
Вселенной (k= +1) при Л = 0 (рис. 2, а) : 

х=у, 

y=—D(D—l)x-2/D + D(3—D)Axx~6/D/3] 

излучение (D=2): у2/2 = С—2х—2Ахг113, 
пыль (/)=3/2) : y2l2=C—9x2laf8—3Ax~2(8. 

Рис. 2 Рис. 3 

Для открытой Вселенной (k——1) при Л = 0 (рис. 2,6): 

х=у, 

y = D(D—l)xl-2/D + D(3—D)Axl-6/D/3-, 

излучение (D=2 ) : у212 = С+2х—2Ахг1/3, 
пыль (D = 3/2): у2/2 = С+9х2'Щ—ЗАх-2/8. 

Таким образом, эффекты кривизны изменяют структуру фазовой 
плоскости при Л=0 . Другими словами, плоские модели являются 
структурно неустойчивыми относительно изменений пространственной; 
кривизны. 

Рассмотрим теперь некоторые детали решений космологических, 
систем с учетом объемной вязкости. Система (5) строго нелинейна 
со сложно определяемыми особыми точками. Процедуру линеаризации: 
система допускает в случае Л = 0 для закрытой Вселенной (k= + 1 ) . . 

Для излучения (D—2): 

у=ау—2+2Ах~2\3. 
Особой точкой в области х>0, имеющей физический смысл, является 

х0 = УА/3. 

Линеаризованное уравнение 

х— ах + 43с У Щ / З = О 
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имеет решение 

x=Ci exp (Xit) + C2 exp (kit), 
y = Cixiexp (M) + C2*2exp (fat), 

где Xi, Л2 — корни характеристического уравнения 

Л а — а Л + 4 У Г 3 / Л = 0 , 

з«ь Х2 — корни уравнения «коэффициентов' распределения» 

х а — а х + 4 УЩ = 0. 

Для решений на фазовой плоскости могут представиться следую-
щие случаи Корней Л1 и Лг. 

1. Корни Л1 и Л2 действительны и одного знака: 

bi .2= (а ± [ а 2 - 1 6 /3/Л]1 / 2)/2, 

что выполняется при а таких, что Аа = 768/а4. Тогда Л1>|Хе>0 
и существуют новые переменные (£, _tj) такие, что dl/dt=^t df\/dt= 
—Л2Л» ц=С£,а, а=Л2/Ль Начало координат — особая точка типа не-
устойчивый узел. Общее решение системы (рис. 3, а) : 

х (t) =х0+ с 1 ехр (Л1О + с2 exp (М). 

2. Корни Л1 и Л2 комплексно сопряженные. Это выполняется при 
<0<А<Аа, Аа = 768/а4: 

Л1(2= (а ± i [— а 3 + 16 /3/Л]1 / 2)/2 = а + ib. 

Особая точка (0, 0) — неустойчивый фокус. Так как при действитель-
ных х, у переменные | и TJ являются комплексно сопряженными, то, 
вводя промежуточное преобразование Ki = ai + ibu Л2=а1—ib\, g = 
— u+iv, т] = и—iv, в полярной системе u=rcos ф, о = г з ш ф получим се-

мейство логарифмических спиралей: 

dr/d<f = air/bu r=C exp(ai^Jbi). 

При переходе к фазовой плоскости (х, у) опирали деформируются 
(рис. 3 ,6) . Общее решение: 

x(t) =x0+Cexp(ait)sin(bit+Ci), Я1 = КеЛ, b 1 = 1тЛ. 

3. В случае, когда Л=Л„=768/а 4 , критическая точка является не-
устойчивым узлом. Общее решение: 

* ( f ) = * o + e x p ( a f / 2 ) ( C i f + C 2 ) . 

В случае пыли особая точка х0=А3/8. Линеаризованное уравнение 
jc—ах + 2х УЦА = 0. Корнями характеристического уравнения Ла— аЛ + 
+ 2 УМ А — 0 являются 

>-1,2= [а ± (аа—8KlM)1/2]/2. 

Фазовые портреты аналогичны случаю излучения с А а=64/а 4 . 
Рассмотрим асимптотики систем при t-*-00. Как видно из фазовых 

портретов, системы при Л < 0 , а=0 (см. рис. 1, в) и в случае закрытой 

20-



Вселенной (см. рис. 2, а) цикличны и не имеют асимптотик. При t-^oa 
динамическая система с Л > 0 , a=k=0 описывается уравнением 

dx2/dt2—D2Ax/3=0, 

и асимптотика описывается зависимостью 

x (it) = Сх ехр (УСРЛ/31) + Са ехр (— УШЩ t). 

Соответственно, при Л = 0 , a=k=0 система описывается уравнением 

dx2/dt2=0 

и асимптотикой ? 

x{t)=Cxt+C2, 
при Л = а = 0 , & = —1 — уравнением 

dx2jdt2—2, £ = 2 

и асимптотикой x(t) — {t—/о)2. 
Построим фазовую диаграмму ((бифуркации) особых точек для по-

стоянной объемной вязкости а=cons t . Любая точка полуплоскости 
(А, ос) соответствует космологической модели, где A — 7&S(D—1 )3/ 
/[(3—D) а4]. Область а > 0 соответствует неустойчивым узлам (выше 
кривой 1) и фокусам (между кривой 1 и осью OA), область а < 0 — 
устойчивым узлам (ниже кривой 2) и фокусам (между кривой 2 и 
осью OA). Тип особых точек определяется собственными значениями 
матрицы линеаризации системы (рис. 4). Если коэффициент объемной 
вязкости является функцией какого-либо параметра б (например, пара-
метра у из уравнения состояния), то изменение параметра б вызывает 
изменение детерминанта матрицы линеаризации. Из рис. 4 видно, что 
при некоторых значениях параметра б (ве-
личина бифуркации) соответствующая кривая 
переходит из области особых точек одного 
типа в область другого типа. Из диаграммы 
можно видеть, что требование структурной 
устойчивости приводит к необходимости уче-
та ненулевой вязкости. Таким образом, вяз-
кость в этом классе решений является стаби-
лизирующим фактором. 

Фазовые портреты (см. рис. 3) при учете 
кручения и А = 0 совпадают с фазовыми порт-
ретами для космологических моделей Фрид-
мана без учета кручения, но с Л ^ О в рабо-
тах Жидловского [6], из чего следует, что 
учет спина и кручения пространства-времени 
оказывает на материю действие, подобное 
космологическому Л-члену и играет роль эффективного Л-члена, что 
упоминалось в работе [7]. 

В результате проделанной работы сделаны следующие выводы. 
1. Рассматриваемые модели являются структурно неустойчивыми 

относительно изменений Л-члена при Л = 0 , а = 0 . 
2. Модели с k = A=0 являются структурно неустойчивыми по отно-

шению к изменениям пространственной кривизны k для а = 0. 
3. Для класса решений моделей с а=й=0 учет кручения играет роль 

эффективного Л-члена. 
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r 4. Космологическая константа А является бифуркационным пара-
метром для ряда космологических моделей с бифуркационным значе-
нием Л = 0. Это говорит о важной роли даже малого значения космо-
логического Л-члена для сопоставления теоретических моделей с реаль-
ной Вселенной. Таким образом, при рассмотрении реальной Вселенной 
необходим учет отличного от нуля космологического Л-члена. 
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РАСЧЕТ ПРОДОЛЬНОГО РАСПРЕДЕЛЕНИЯ ЭЛЕКТРОННО-ФОТОННЫХ 

КАСКАДОВ МЕТОДОМ МОМЕНТОВ 

И. П. Иваненко, В. В. Сизов 

(НИИЯФ) 
Получены каскадные кривые, путем восстановления по степенным моментам. Ис-

следована чувствительность результатов к числу используемых моментов, а также к 
их физической и математической точности. Приведены результаты расчетов для лив-
ней, развивающихся в свинце, в приближениях Б и В каскадной теории с учетом рас-
сеяния. 

Традиционный аналитический подход — метод интегральных преоб-
разований — дает возможность количественно изучить продольное раз-
витие электронно-фотонных ливней в легких веществах (Z^30) ,и ста-
новится непригодным для тяжелых веществ в области энергий вторич-
ных частиц, меньших или порядка десятков МэВ, где сечения элемен-
тарных взаимодействий отличаются от асимптотических и существенны 
рассеяние частиц, комптон- и фотоэффект. Метод Монте-Карло в этом 
случае требует большого времени и больших ресурсов ЭВМ. 

Метод моментов позволяет получить энергетические спектры и про-
дольные распределения каскадных частиц в различных веществах при 
произвольных значениях переменных и параметров. В данной работе 
каскадные кривые восстановлены по степенным моментам, полученным 
в О ] . 
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