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О СТРУКТУРЕ МОМЕНТОВ СКАЛЯРНОГО ПОЛЯ В СЛУЧАЙНОЙ С Р Е Д Е 

Д . Д . Соколов, Т. С. Шумкина 

(кафедра математики) 

Найдены скорость экспоненциального роста и собственные функции статистичес-
к о г о момента р-го порядка скалярного поля в среде с ненулевой диффузией. Оценено 
критическое значение коэффициента диффузии, при котором еще возможно самовоз-
буждение поля. 

Введение. Развитие неустойчивостей в случайной среде (например, 
самовозбуждение магнитного поля в турбулентном течении проводящей 
-жидкости) приводит к возникновению структур на фоне плавного рас-
пределения [1]. Эти структуры обусловливают поведение высоких мо-
ментов генерируемого случайного поля, которые растут быстрее, чем 
типичная реализация этого поля. Такое распределение генерируемой 
величины называется перемежаемым. Типичные черты перемежаемости 
хорошо передаются уже простым параболическим уравнением типа 
ЛИрёдингера со случайным потенциалом 

+ (1) at 

'Здесь U (t, х, со)—случайный потенциал, переменный во времени и 
пространстве, со — случайный параметр, х — коэффициент диффузии. 
-Самовозбуждающуюся величину распределение которой в про-
странстве мы собираемся изучать, можно представить себе, например, 
как плотность бактерий, размножающихся (или умирающих) со ско-
ростью U и диффундирующих с коэффициентом диффузии Мы бу-
дем рассматривать случай короткокоррелированного потенциала U (бе-
глый шум). Другими словами, 

U(t, х, a)=dvtt(x4dt, 

тде ~wf(x) — набор винеровских процессов, зависящих от точки. Мы по-
нимаем уравнение (1) с обобщенным потенциалом U в смысле Ито, пе-
реход к пониманию Стратоновича не вызывает затруднений (см. [2]). 

Наша цель состоит в исследовании скоростей роста и простран-
ственной структуры высоких моментов решения уравнения (1) 

mP{t, х ь х2> ...,х„)=<1|)(*, Xi)i|;(t, х2) ...ip(f, хр)) 

•при достаточно малых коэффициентах диффузии х, при которых и воз-
никает перемежаемость. Здесь угловые скобки означают осреднение по 
ансамблю реализаций потенциала, т. е. по со. До сих пор эта задача 
-рассматривалась либо при х = 0, либо в моделях дискретного про-
странства (см. [1, 2] ) . 

1. Моментные уравнения. Уравнения для эволюции высоких мо-
ментов Шр'в короткокоррелированной среде легко выводятся методом, 
.описанным в [3]. Они имеют вид 

х15 . . . , х р ) = х ( Д 1 + . . . + Д р ) ® р + Щ V(X,, (2) 
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Здесь Д* означает лапласиан по переменной х*, V(Xi, х3) —корреляци-
онная функция потенциала U, она определяется следующим образом: 

{U[t, Xi)dt, U(t, Xj)dt)=V(xiy Xj) dt. (3) 

В левой части (3) дифференциал dt\ встречается дважды, а в правой 
лишь один раз, поскольку потенциал U является не обычной, а обоб-
щенной функцией, белым шумом. Отметим, что в уравнении (2) встре-
чаются лишь бинарные корреляции потенциала. 

Мы рассмотрим случай статистически однородных и изотропных; 
потенциалов, когда V зависит лишь от —Xj|. В этом случае урав-
нение (2) трансляционно-инвариантно относительно перемещения «цен-

р 
тра масс» R = — Удобно в (2) перейти к новым переменным, 

уi=Xi—R, которые отсчитываются с|т «центра масс». Будем вначале 
искать трансляционно-инвариантные решения уравнения (2), т. е. 
функции Шр, не зависящие от R. 

2. Квазиклассическое приближение*. Явление перемежаемости 
возникает при малых коэффициентах диффузии х, поэтому для реше-
ния уравнения (2) естественно воспользоваться квазиклассическим 
приближением. Потенциал £ V ( x f , : х,-) в уравнении (2) достигает 

г</ 
максимального значения в точке x i = x 2 = . . . = x p (уг=0) и быстро-
убывает, когда г= |х г —Xj| превышает значение корреляционного, ра-
диуса потенциала U. Естественно предположить, что наиболее быстро 
растущее решение (2), которое и представляет наибольший интерес, 
сосредоточено в области малых г. Аппроксимируем функцию V{r) в 
области малых г параболой 

V(r)=a—br2. (4); 

Здесь а имеет смысл среднего квадрата потенциала U, а величина 
г 0 =Уа/& — корреляционного радиуса. Разумеется, аппроксимация: 
(4) применима лишь при г ^ г 0 и лишь в тех случаях, когда функция 
F не содержит безразмерных параметров, существенно отличающихся 
от единицы (типа гидродинамического числа Рейнольдса в задаче о 
самовозбуждении магнитного поля [5]). 

Подставляя потенциал (4) в уравнение (2), получаем 

Yi, . . . . (5> 

где Д означает оператор Лапласа в Зр-мерном пространстве векторов 
у{ (индекс i принимает значения i=l, 2,...,р, причем эти векторы: 

р Р 2 

связаны дополнительным соотношением Р = ( У £ ) — 
i=l i=1 

расстояние от начала координат в Зр-мерном пространстве. 
Будем искать решения уравнения (5), растущие с сохранением 

формы, т. е. собственные функции задачи 

dt 

ElE^lla тр=х№р—ьрртр, (б> 

* Мы понимаем квазиклассическое приближение в современном широком смысле 
[4], включая в него и так называемое осцилляторное приближение. 
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где у скорость роста, mp(t, у ь . . . , ур) = шр (уь . . . ,ур)е". Уравне-
ние (б) является уравнением гармонического осциллятора в Зр-мер-
ном пространстве. Его старшее собственное значение 

Y i P ) = E l P _ z l } a _ _ 3 p y ^ f ( ? ) | 

а соответствующая собственная функция имеет вид 

«',"<У».... y P ) = e x p f - 4 f i V / 4 l - «О-

Это справедливо до р~г0Ур, далее убывает экспоненциально, од-
нако скорость убывания зависит от строения функции V. 

Из (7) видно, что перемежаемость сохраняется при достаточно ма-
лых к. Сопоставляя скорости роста моментов различного порядка, надо» 
сравнивать величины уР/р. Видно, что они увеличиваются с увеличе-
нием р при малых к. Из (7) можно найти также оценку значения 
И к р ( р ) , такого, что при х<хКр(р) происходит самовозбуждение р-го мо-
мента Шр (при и —иКр(р) скорость роста у^Цх) обращается в нуль).. 
Приравнивая y0

(P) В (7) к нулю, получим 

<вч (р— 1)2а2 а2 , ,ч 

36 bp ш 

Скорость роста как функция % непрерывна в точке х = 0, однако, в от-
личие от дискретного случая [1] (у&>—у(г>>(0) = 0 ( х ) ) , она зависит от 
х в точке х = 0 неаналитически, как у—v*^ = О (]/х). В этом смысле 
рассматриваемая нами задача больше похожа на векторную задачу 
теории турбулентного динамо, где для случая второго момента также-
известна неаналитическая зависимость у(2)—у(2'(0) = 0'( ) [61. 

\ 1п2х / 
Отметим, что в задаче динамо коэффициент диффузии зависит от вза-
имного расстояния (х=х(г)), с чем и связан логарифмический харак-
тер асимптотики. 

Собственная функция (8) обладает наибольшей возможной сим-
метрией-— группой вращения в 3(р—1)-мерном пространстве, тогда 
как a priori можно было бы ожидать симметрии группы вращений в̂  
каждом из трехмерных пространств: О (3) X О (3) X . . . X О (3). Это-
свойство повышения симметрии до максимальной иногда встречается и 
в других физических задачах, например в космологии [7]. 

Нетрудно вычислить и квазиклассическую асимптотику следующих 
собственных значений и собственных функций уравнения (2): 

Yjvp) = а-2 V^pb (n-+ •± р 

а собственные функции получаются из (8) домножением на комбина-
ции из полиномов Эр мята, сумма индексов которых равна N. О стати-
стическом смысле собственных функций с N>О см. [8] . 

Вид функций — y(p) (и) показан на рисунке. Заметим, что гра-
Р 

фики функций —Y (
0

P )00 ПРИ могут пересе-
р + 1 р 

каться (графики функций — y ( p ) и — Y ( < ? ) н е пересекаются при p¥=q) .. 
р q 
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По-видимому, после точки такого пересечения квазиклассическое при-
ближение неприменимо для yjv(p). 

Эволюция произвольного пространственно однородного распреде-
ления р-го момента описывается с помощью разложения по найденным 
собственным функциям. На больших временах решение выходит на 

3. Распространение пространст-
венно неоднородного момента. Вер-
немся теперь к общей задаче об эво-
люции пространственно неоднород-
ного распределения р-го момента. 
Будем считать, что это распределе-
ние сосредоточено, например, в не-
которой области. Предположим, что 

медленнее изменяется по пере-
менной R, чем по у г. Во всяком слу-

Зависимость величины ( l / p ) y N p от коэф-
фициента диффузии х при JV=0 (1) и при 
N>0 (2) . Графики функции (1/р)унр при 
N>0 и [1 / (Р—1)]YO P _ 1 ( 3 ) могут пересе-

каться 

чае это заведомо выполнено на больших временах, когда из-за рас-
плывания характерный размер неоднородностей становится больше 
корреляционной длины генерируемого скалярного поля. Тогда решение 
,(2) естественно искать в виде 

mv{t, x b . . . , x p ) = M ( R , t) 2йр (уь . . . , у р ) , 

тде Шр (уь . . . , ур) — собственная функция пространственно однород-
ной задачи. Тогда для функции М методом, развитым в [9], получим 
уравнение 

— Af(R, t)=yM+pxARM, (9) 
at 

где Ar означает лапласиан по переменной R. Решения (9) распростра-
няются в пространстве со скоростью [10, 5] 

v=2 Уру^. ; (10) 

В качестве скорости роста у нужно взять, конечно, уо(р). Решения, со-
ответствующие Л/">0, медленнее растут во времени и, согласно (10), 
медленнее распространяются в пространстве. 

Уравнение (2) в ограниченном теле исследуется аналогично [9]. 
4. Разновременные корреляции и спектр. Нетрудно вычислить и 

разновременные корреляции 

201 р (t 1, . . . , tp, Xi, . . . , Хр ) =.( l t>(*ь Xi ) . Xp)> 

в простейшем случае ti>t2 = t3 = -.. =tp (см. [3]): 

SKp {tu t2,..., tp, x b ..., xp)=^dz ®lp(t2, z, x 2 , . . . , x p ) - g ( t i - t 2 , x b z), 

где g — функция Грина уравнения для первого момента, т. е. просто 
функция Грина уравнения теплопроводности. В более сложных слу-
чаях, как указал нам Р. Л. Стратонович, необходимо использовать 
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функции Грина уравнений для высших моментов, построение которых 
выходит за рамки данной работы. Так, при t2>t 1 

ЯГСз^ь 4 t2, ХЬ х2, х3) =]dz2dz3 Wl3(tu ХЬ z2) z 3 ) -g 2 ( t 2 —t u x2, 

x3, z2, z3), 

где g2(t2—ti, x2, x3, z2, z3) — функция Грина, определяемая решением 
уравнения 

-|-3J?2(£, х2, х 8 ) = х ( Д а + д , ) ® а +У(х8 , . х3)Я»2. 

_При произвольных t\, t2, t3, связанных неравенством ti^t2^.t3, будем 
жметь 

ЯИз(*ь t% h, х ь х2, х3) =]dz2dz3dz'z 2K3(ib х ь z2, z3)g2(t2—tu 

х2, z'3, z2, z3)g(t3—t2, х3, z'3). 

Отсюда ясен способ построения моментов произвольной кратности. 
Представляет интерес и спектр, т. е. фурье-образ собственных 

•функций (8). Он равен 

• , < к , . . . . . к„) = ( - Й . ) " ^ е х р { " 4 J 6 ( k l + . . . + к„) . 

Р 

Здесь k 2 = £ k f . Эта формула применима, очевидно, при к>1 f(r0yp). 
i = i 

5. Обсуждение. Реальные потенциалы всегда отличаются от обоб-
щенного короткокоррелированного потенциала. В частности, может су-
ществовать предельное значение Umах такое, что с вероятностью еди-
ница |£/|<£Лпах. В этом случае ни один из моментов не может расти 
быстрее, чем pUmах. Поэтому возникает предельное значение пока-
зателя 

Ртах — 2£/ max/CL— 1, 

до которого применимы полученные формулы. 
Отметим, что полученные собственные функции моментных уравне-

ний не содержат каких-либо нетривиальных масштабов. Это означает, 
по-видимому, что каждый член иерархии пиков перемежаемости устро-
ен очень просто — пики имеют характер пятен высокой интенсивности, 
а высшие собственные функции соответствуют хребтам между пиками. 
Этим рассмотренное нами простейшее уравнение (1) отличается от бо-
лее сложных примеров перемежаемости, в которых отдельные момент-
ные уравнения обнаруживают сложную, многомасштабную структу-
Р'У [ 8 ] . 

Решение ^ уравнения (1) можно представить в виде [1] 

т|) = ехр {7 (х) t+ l~)/t}, 
:тде y(x)—(отрицательная) скорость роста типичной реализации, | — 
-случайная величина. При скорость роста —1/2, a g схо-
дятся к некоррелированным в разных точках гауссовским величинам. 
При ненулевой диффузии случайные величины £ существенно негаус-
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совские. Действительно, для гауссовских g скорости роста у0
(р) должны 

были бы иметь вид 

Yo<*> = Y(* ) + . (P 2 /2) / . (x) , 

где f(x) — дисперсия 
Выяснение асимптотического строения распределения случайных 

величин | (х) при малых х должно составить следующий этап изучения 
уравнения (1). 

Авторы благодарны А. А. Рузмайкину за полезные обсуждения к 
проф. P. JI. Стратоновичу за ценные замечания. 
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СОСТАВНОЕ КРУЧЕНИЕ И СПОНТАННАЯ КОМПАКТИФИКАЦИЯ 
ТЕОРИЙ ТИПА КАЛУЦЫ—КЛЕЙНА 

Ю. С. Владимиров, А. Д . Попов 

(кафедра теоретической физики) 

Использование составного кручения позволяет получить спонтанную компактифи-
кацию теорий типа Калуцы—Клейна на пространство Минковского. Обсуждено полу-
чение бозонной части лагранжиана! суперструн из скалярной кривизны многомерной 
теории типа Эйнштейна—Картана с составным кручением. 

1. В последнее десятилетие интенсивно развивались расширенные 
теории супергравитации [1], ^ после работ [2] резко возросла актив-
ность в теории суперструн [3]. Еще в 70-е годы было замечено, чдч> 
расширенные суперсимметричные теории Янга—Миллса и N ^ 2 теории 
супергравитации удобнее получать с помощью размерной редукции 
jV= 1 суперсимметричных теорий, формулируемых в пространствах раз-
мерности d > 4 [4]. Если к этому добавить, что для непротиворечивой 
формулировки теории бозонных или фермионных струн без духов и: 
тахионов необходимо формулировать их в размерности d=26 или d = 
= 10 [3], то становится ясным, что идея Калуцы и Клейна [5] об объ-
единении взаимодействий за счет увеличения размерности простран-
ства-времени входит в фундамент всех основных теорий, претендующих 
на объединение взаимодействий— теорий супер-Янга—Миллса, супер-
гравитации и теорий суперструн. 
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