
совские. Действительно, для гауссовских g скорости роста у0
(р) должны 

были бы иметь вид 

Yo<*> = Y(* ) + . (P 2 /2) / . (x) , 

где f(x) — дисперсия 
Выяснение асимптотического строения распределения случайных 

величин | (х) при малых х должно составить следующий этап изучения 
уравнения (1). 

Авторы благодарны А. А. Рузмайкину за полезные обсуждения к 
проф. P. JI. Стратоновичу за ценные замечания. 
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СОСТАВНОЕ КРУЧЕНИЕ И СПОНТАННАЯ КОМПАКТИФИКАЦИЯ 
ТЕОРИЙ ТИПА КАЛУЦЫ—КЛЕЙНА 

Ю. С. Владимиров, А. Д . Попов 

(кафедра теоретической физики) 

Использование составного кручения позволяет получить спонтанную компактифи-
кацию теорий типа Калуцы—Клейна на пространство Минковского. Обсуждено полу-
чение бозонной части лагранжиана! суперструн из скалярной кривизны многомерной 
теории типа Эйнштейна—Картана с составным кручением. 

1. В последнее десятилетие интенсивно развивались расширенные 
теории супергравитации [1], ^ после работ [2] резко возросла актив-
ность в теории суперструн [3]. Еще в 70-е годы было замечено, чдч> 
расширенные суперсимметричные теории Янга—Миллса и N ^ 2 теории 
супергравитации удобнее получать с помощью размерной редукции 
jV= 1 суперсимметричных теорий, формулируемых в пространствах раз-
мерности d > 4 [4]. Если к этому добавить, что для непротиворечивой 
формулировки теории бозонных или фермионных струн без духов и: 
тахионов необходимо формулировать их в размерности d=26 или d = 
= 10 [3], то становится ясным, что идея Калуцы и Клейна [5] об объ-
единении взаимодействий за счет увеличения размерности простран-
ства-времени входит в фундамент всех основных теорий, претендующих 
на объединение взаимодействий— теорий супер-Янга—Миллса, супер-
гравитации и теорий суперструн. 
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В большинстве работ многомерное пространство представ-
ляется в виде прямого произведения V4XBn 4-мерного пространства-
.времени У4 и компактного «внутреннего» пространства Вп, вследствие 
чего метрика в приобретает характерный блочный вид анзаца 
Калуцы—Клейна. Размеры внутреннего пространства предполагаются 
очень малыми—порядка планковской длины /0~10~33 см, что делает 
пространство Вп ненаблюдаемым. Ненаблюдаемость дополнительных 
измерений позволяет разложить метрику и поля материи по собствен-

ным функциям дифференциальных операторов во внутреннем простран-
стве и проинтегрировать по дополнительным координатам (т. е. произ-
вести усреднение), получая эффективный 4-мерный лагранжиан [6]. 

'Обычно (4+п)-мерное пространство V4XBn и соответствующий ему 
-анзац для метрики и материальных полей принимается за вакуумное 
состояние, а процедура размерной редукции трактуется как разложе-

,ние полей около вакуумного значения и усреднение по дополнитель-
ным степеням свободы. 

Ряд авторов (см., напр., [7]) считают, что основное состояние дол-
ж н о быть решением некоторых исходных уравнений поля, т. е. пробле-
ма вакуума является, по существу, динамической проблемой. Исходя 
.из этого, формулируется такая программа построения теории, в кото-
рой пространственно-временные координаты и координаты про-
странства дополнительных измерений ут должны входить в лагранжи-
а н и уравнения поля симметрично. Расщепление координат х м про-
странства У4+п на координаты х11 пространства-времени У4 и ненаблю-
даемые внутренние координаты ут пространства Вп должно при этом 
происходить спонтанно, как следствие решений уравнений поля. Полу-
учение решений уравнений многомерных теорий, описывающих расщеп-
ление V 4 + n ^ V 4 X B n , в этом подходе составляет ключевую задачу — 
проблему спонтанной компактификации [8]. 

В качестве уравнений поля многомерных теорий типа Калуцы— 
Клейна берется связанная система уравнений типа Эйнштейна и полей 
^материи в d=4+ti измерениях. Заметим, что введение дополнительных 
калибровочных или иных полей в пространство 4 + п измерений проти-
воречит основной идее теорий Калуцы—Клейна геометризации всех 
(бозонных) полей. Однако это вынужденное отступление обусловлено 
тем обстоятельством, что уравнения типа Эйнштейна в вакууме допус-
кают в качестве решений только риччи-плоские внутренние многообра-
зия, не обладающие достаточным числом симметрий, нужных для по-
лучения соответствующего феноменологии числа калибровочных полей. 
Введение космологической постоянной или полей материи в теорию 4 + 
-f п измерений позволяет получить однородное внутреннее простран-
ство с достаточно широкой группой изометрий, но приводит к индуци-
рованию в У4 космологической постоянной огромной величины: Л ~ 
~/(Г2~106 6 см~2 (положительной или отрицательной). К равной нулю 
индуцированной космологической постоянной в У4 можно прийти при 
одновременном использовании и полей материи, и космологической по-
стоянной в У4+п. Отметим, что проблему космологической постоянной 
в У4 можно также решить при использовании некомпактных внутрен-
них пространств конечного объема [9] или дополнительных временно-
подобных измерений [10]. Заметим также, что поля материи можно 
получить из требования суперсимметрии многомерной теории. Так, в 
d = l \ супергравитации это приводит к появлению в бозонном секторе 
антисимметричного четырехиндексного тензора FMNPQ, а в бозонном 
секторе d=\0 супергравитации — к появлению трехиндексного анти-
симметричного тензорного поля FMNP-
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Данная работа продолжает Линию исследований теории Калуцы— 
Клейна, изложенную в [11]. Здесь показана возможность спонтанной 
компактификации расширенной многомерной теории типа Эйнштейна— 
Картана с составным кручениём. Рассмотрение основывается на идее 
одного из авторов [12] о представлении 3-формы S = SMNPdxMf\dxNД 
Adxp, ассоциированной с полностью антисимметричным тензором кру-
чения SMNP, как внешнего дифференциала от некоторой 2-формы <р = 
— <рMNdxM/\dxN, коэффициенты фMn которой принимаются за истин-
ные динамические поля. 

2. Рассмотрим (4+п) -мерную теорию типа Эйнштейна—Картана с 
антисимметричным по всем индексам тензором кручения SMNP и кос-
мологической постоянной А. В качестве лагранжиана выбираем 

Х = — 1 _ + _ А _ = — — + — ! — S M N P S M N P + - А - , (Г 
1 6 я 8 л 16я1 6 4 jt 8 я 

где R — обобщенная скалярная кривизна многообразия с кручением. 
R — скалярная кривизна риманова многообразия. Кручение SMNP в (1) 
не имеет динамической части и при варьировании (1) по кручению по-
лучим SMNP = 0. 

Для обхода этой трудности обычно используют два пути. На пер-
вом из них к лагранжиану (1) добавляют различные комбинации 
квадратов обобщенных тензоров Римана—Кристоффеля, Риччи и ска-
лярной кривизны, получая при этом для кручения динамическую часть 
[13]. На втором пути, предложенном одним из авторов [12], пол-
ностью антисимметричный тензор кручения предлагается считать со-
ставным полем, выражающимся через потенциалы фMN = —ФNM-

$MNP = 8 У Ф FMNP = 4 У Ф ( Ф М ) Р + Q>NPTM + ф Р Л 1 > д г ) - ( 2 ) 

Коэффициент пропорциональности между SMNP И FMNP выбран из ус-
ловия совпадения лагранжиана антисимметричного трехиндексного 
абелева поля FMNP со стандартным. В последнее время этот подход 
был использован в разных задачах. Так, в d=\\ супергравитации кру-
чение во внутреннем пространстве было связано дуальным преобразо-
ванием с внутренними компонентами антисимметричного тензора 
4-го ранга [1], т. е. представлено как составное поле. Член типа Вес-
са—Зумино—Виттена [14] двумерных нелинейных а-моделей оказался 
связанным с кручением в фазовом пространстве полей [15], представ-
ляемым через потенциалы q>MN по формуле (2). При этом введение со-
ставного кручения в моделях главных киральных полей позволило не 
только получить член Весса-^Зумино—Виттена [15], но и доказать ко-
нечность моделей во всех порядках для параллелизующего кручения 
[16]. Заметим также, что составное кручение было использовано од-
ним из авторов для описания модели Вайнберга—Салама в рамках 
теории типа Калуцы—Клейна! [17]. 

Подставляя (2) в (1), получаем 
а> R • 1 F P M N P M А / 3 1 

* = — ш + Т Р м " р Р
 ;

 + { J 

Варьируя (3) по метрике GMN и полю фMN, приходим к уравнениям 

RMN \ SMNR = 8л (FMI±QFNPQ jr gMNFPQLFPQL)-^gMN, (4) 

F M N P
M ( V J G \ FMNP) = 0 . ( 5 ) 
У § 
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3. Для координат хм пространства У4+71 положим хм={х>*, ут}, где 
М, N,.,:= 1, 2, 3, 4,...,4+п; ц, v , . . . = 1, 2, 3, 4; т, п,... = 1 , . . . , п. 
Буквы из начала латинского и греческого алфавитов будем использо-
вать для неголономных индексов касательных пространств, а из се-
редины и конца — для координатных индексов. Будем искать решение 
уравнений типа Эйнштейна (4), соответствующее топологии Vi+n — 
= V4XG, где G — n-мерная полупростая группа Ли. 

Положим 

(6> 

считая все остальные компоненты тензора FMNP равными нулю. Здесь-
§ат ~~ компоненты репера во внутреннем пространстве, гаьс — структур-
ные константы группы G, Я — некоторая постоянная. Тензор FmnP вида 
(6) является ковариантно постоянным, поэтому уравнения (5) удовле-
творяются тождественно. Подстановка анзаца (6) в уравнения (4) 
приводит их к виду 

Г, 2 / A SjtX^fl \ 
Г-)8*»' ( 7 > 

Rmn = **Vgmn + ( Л - gmn. (8); 

Полагая 

А=8лЯ2п/3, (9) 

получим риччи-плоское четырехмерное пространство-время, в качестве 
которого можно выбрать пространство Минковского М4. При выполне-
нии (9) уравнения (8) совпадают с уравнениями Эйнштейна на груп-
повом многообразии G, являющемся компактным пространством Эйн-
штейна положительной кривизны. Таким образом, мы получили спон-
танную компактификацию пространства V4+n в пространство M4xG с 
нулевой космологической постоянной в пространстве-времени М4. 

4. Следует отметить, что поле FMNP, использованное выше для 
спонтанной компактификации, входит также в бозонную часть дейст-
вия d=\0 теории^супергравитации, содержащую кроме него еще ска-
лярное поле ф [8]. Однако, как указано в работе [18], вклад от ска-
лярного поля ф можно учесть, полагая, что в связность Гмнр кроме-
составного кручения 2 a e ~ M ^ F M N P входит еще слагаемое вида (неметри-
ческий перенос [13]) B M N P = bgMNdP(p, т. е. 

ГMNP = TMNP+2ae~m<fFMNP + B (ЁМКДРУ + GMPDN^ — GUPDJ^), (Ю) 

где Глшр — символы Кристоффеля, а2 = 8я/3, т 2 = 32я/ (D—2), B2 = 
= 32яj[(d—1) (d—2)]. Таким образом, бозонную часть лагранжиана 
N=l, d=l0 супергравитации 

= + FmnpFmnp + - i - • дд.ф + А (11) 
16я 6 2 

можно получить из теории типа Эйнштейна—Картана со связностью 
вида (10). Заметим, что условие N=\ суперсимметрии приводит в d = 
= 10 супергравитации к требованию Л = 0 . 

В работе [19] лагранжиан (11) рассматривался в качестве эффек-
тивного лагранжиана для бозонной струны при d=506 и Л = [d—26) / 
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I 
/За', где а ' — коэффициент наклона траектории Редже [8]. Было пока-
зано, что выбор внутреннего пространства в виде группового многооб-
разия G = E8XE8 или SO (32) и отождествление части компонент F*MN 

тензора Fq
MN С кручением на групповом многообразии G, а компонент 

JFV С калибровочными полями группы G позволяет получить бозонную 
часть действия Чаплина—МантоНа [20] N= 1, d= 10 супергравитации, 
взаимодействующей с полями Янга—Миллса группы G. Известно, что 
действие Чаплина—Мантона с точностью до гравитационных слагае-
мых Черна—Саймонса совладает с действием Грина—Шварца [2] для 
4=10 суперструны. Дафф и др. [19] показали также, что предложен-
ный ими анзац является самосогласованным, т. е. уравнения d= 10 су-
пергравитации, взаимодействующей с калибровочными полями группы 
G, вкладываются в систему уравнений типа Эйнштейна, полей FMNP и 
Ф, следующих из лагранжиана (11) в ^ = 506. Таким образом, исполь-
зование составного кручения оказывается полезным не только в а-мо-
делях [15, 16] или в спонтанной компактификации теорий типа Калу-
цы—Клейна (что было показанб нами выше), но и в теориях супер-
гравитации и суперструн. 
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